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6 истории искусства часто наиболее интересными бывают переходные

периоды, нопример, когда но смену идеалистической троктоеке реальности приходит ее

чувственная реалистическая трактовка. Разумеется, эти превращения совершаются не в один

день, и они связоны с целым комплексом проблем, связанных с историей, религией и т_д Одним из

токих переходных периодов был Проторенессонс, возникший в Итапии е конце XIII - начале XIV

веков. Это своего рода Предвозрожление, крупнейшим художником которого был Джотто.

Неслучайно его прозвони «дедом новой европейской живописи», тогдо кок «отцами» станут уже

художники самого Возрождения, как Раннего, так и Высокого.

ентрапыюе место в творчестве Джотто занимает цикл фресок из жизни Христа и его предков.

Он выполнен около 1305 г. в городе Подуе по зрказу купца Скровбньи в капелле, известной

более под названием копеллы дель Арена, поскольку она было выстроена на месте бывшего

цирка. Перед вами одна из наиболее выразительных фресок этого цикла
- она изображает

ангела, сообщающего святой Анне чудесную весть о скором рождении у нее долгождонной

дочери Мории, которую Бог позже из берет мотерью Христа. Зритель видит дом, у которою кок

на сцене убрано четвертой стена и можно сразу же видеть и комнату, в окно которой влетоет

онгел, и терросу, где вертит свою лряпку служанко. В одном простронсве представлены и чудо, и

обыденное. Такое переосмысление в какой-то мере свгзоно с "идеями святого

Ассизского. Этот стронствовавший по Итапии в начале XIII века проповедник не

озывал себя сскоморохом Бога», неся в мир любовь в ее конкретном радостном

^v. то «братья цветы» ипи «сестры ласточки». Для воплощения этих идей необходимо

*{арую иррациональность, идеальность византийской системы кок по

~тву, ток и по отношению к композиции. Джотто использовал театральные

е то время мистерий. Но этой фреске как раз и изображен такой

¦*, Но сами фигуры Джотто сильно переработывает, вводя

¦ирного, построенного по законом прямой перспективы
г
фвлищности следующих поколений.
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Андрей Николаевич

Колмогоров

Владимир Тихомиров

25 апреля 1993 года исполнилось девяносто rti со дня рождшия

Андрея Николаевича Колмогорова — одного из величайших математиков нашью blka

и одного из крупнейших учрных в истории русской науки.

Творческая жизнь Андрея Николаевича

длилась шестьдесят шесть лет. Впервые он

выступил перед .математической аудито-

аудиторией с научным докладом в январе 1921

года. Последние строки, предназначенные

для печати, были продиктованы им неза-

незадолго до смерти, наступившей 20 октября
1987 года.

В этой статье, посвященной А.Н. Колмо-

Колмогорову и обращенной к юным читателям»

мне особенно хочется отмстить одну осо-

особенность творческой биографии Андрея
Николаевича. Ои был не только гениаль-

гениальным Ученым, но и великим Просветите-
Просветителем, человеком, несущим свет — сеет зна-

знаний и нравственного приме

ра. Делу просвещения, делу

школьного образования,
воспитанию юношества он

целиком носпятил треть

своей творческой жизни.

Воистину 1965-й год, ког-

когда истекли сорок четыре

года его непрерывного испо-

исполинского труда во имя на-

науки, оказался переломным в

его судьбе. Чтобы убедиться
в этом, достаточно взглянуть

на список его публикаций и

том рубежном году. Тогда в

журнале «Проблемы передачи информа-
информации» появилась его замечательная работа
«Три подхода к определению понятия «ко-

«количество информации». Она оказалась

фактически последним и:* его крупных ма-

математических исследовании. Там он впер

пые плел понятие, получившее впоследст-

впоследствии название * Колмогоровекой сложнос-

сложности*, с помощью которого пытался вскрыть

сущность таких основоположных явлений.

как «порядок» и «хаос». !)га работа венча-

венчает все его творчество, связывая и единый

узел все его научные устремления. До нее

Андрей Николаевич опубликовал сныте

двухсот научных работ, после — не больше

десяти, и все они посвящены

старым темам.

В том же 1965-м году вы-

выходят его первые груды о

проблемах школьного обра-
образования, и и частности фун-
фундаментальная статья «Объем

знании по математике для

восьмилетней школы*

(опубликованная в журнале

«Математика в школе*),

обозначающая новый этлн в

развитии школьного мате-

математического просвещения.

Вся дальнейшая жизнь О
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Андрея Николаевича безраздельно отдана

этому делу. 3;t двадцать два года он опубли-
опубликовал свыше ста статей на эти темы. Им

1>ыла основана физико-матсматическйя
школа при Московском университете

—

знаменитый «колмогоровекмй интернат*;

он был среди основателей журнала

«Квант»; комиссия, председателем кото-

которой он был, разработали ноные программы
но математике; он возглавлял жюри мно-

многих олимпиад
— московских, всероссийс-

всероссийских, всесоюзных; он организовал летние

школы, читал огромное число лекций для

школьников и учителей, писал учебники и

учебные пособил... Словом, оставшиеся

двадцать два года Андрей Николаевич це

ликом посвятил мшим родителям, вам,

мои до]тогие читатели, и тем, кто будет
учиться к школе после вас. Мне хочется не-

немного рассказать вам об этой .замечатель-

.замечательной жизни.

Детство
R первые минуты жизни Андрея Николае-

Николаевича случилась трагедия
— его мать Мария

Яковлевна Колмогорова умерла при ро-

рождении сына. Заботу о маленьком мальчи-

мальчике паяла на себя ее сестра
— Вера Яковлев-

па. Она усыновила ребенка и посвятила

ему всю спою жизнь до последней минуты.
И Андрей Николаевич отвечал своей «те-

«тетушке» (как он пиал ее) глубокой любо

ВЬЮ-

Все, кто знал Андрея Николаевича, жк-

принимали его как необыкновенную, не-

неповторимую и удивительно привлекатель-

привлекательную личность. Во многом зто было предоп-

предопределено радостной и светлой атмосферой,

окружавшей его в детстве и юности. Пер-
Первые годы Андрей Николаевич пропел в

имении деда под Ярославлем. Вера Яков-

Яковлевна с самых ранних пор старалась раз-

развить в ребенке любознательность, любовь к

природе» наукям и чтению книг Во время

ежедневных прогулок она рассказывала

мальчику о деревьях и цветах, травах и

камнях, птицах и животных. Вечерами она

показывала ему звездное небо, говорила о

Мироздании. Когда мальчику исполнилось

пять лет, Вера Яковлевна организовала до-

домашнюю школу. В этой школе издавался

журнал «Весенние ласточки». Андрею был

поручен математический отдел. «Радость

математического «открытия* я познал

рано,
— писал впоследствии Андреи Ни-

Николаевич, — подметив в возрасте пяти-

шести лет закономерность: 1 — 1,
1 + 3=2М + 3+5=ЗМ + 3+5 +

4- 7 = 4г и так далее.» Это открытие ма~

ленькии Андрей поместил в *Весенних

ласточках». Там же он публиковал приду-

придуманные им задачи. Одну из них я хочу

предложить вашему вниманию.

Задача 1. Сколькими способами можно

пришить пуговицу?
Эта задача требует небольшого коммен-

комментария. Вера Яковлевна приучала ребенка к

труду: мальчик участвовал в «заготовке

дров* из зиму, сюбирая сучки п саду (число
комнат в доме было что-то около двадца-

двадцати, так что можно оценить, сколько во-

волов дров требовалось для отопления и ка-

какую их долю составляли несколько кучек,

собранных трех-четырехлетним мальчи-

мальчиком, но дело в принципе), поливал цветы,

полол грядки, сам должен был пришивать

себе пуговицы. Так что задача 1 происхо-

происходила «из практики». «Считалось обязатель-

обязательным, — говорил мне Андрей Николаевич,
поясняя постановку задачи, — чтобы ни

одна дырочка не оставалась свободной.*

Самому Андрею Николаевичу, по его сло-

пам, особенно нравились два способа —

«из двух параллельных черточек и крести-
крестиком». А сколько способов существует все-

всего. — в этом и состоит задача.

Гимназия

Когда мальчику исполнилось семь лет,

Вера Яко&левна переехала с ним в Москву.
Ома определила его в приготовительный
класс гимназии Репман. Эта во многом не-

необычная гимназия была организована дву-

двумя замечательными женщинами — Евге-

Евгенией Альбертовной Репман и Верой Федо-

Федоровной Федоровой. Б ней, в частности, не

было процентной нормы для инородцев»

мальчики и девочки учились вместе (так
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было, кажетч^я, лишь в двух москопских

гимназиях; в гимназии Андрей Николае-
Николаевич познакомился с Аней Егоровой, став-

ставшей впоследствии его женой). И органи-
организация занятий била в той гимназии свое-

своеобразной. Там не ставили текущих оценок,

а если кто-то проявлял повышенный инте-

интерес к предмету, он мог заниматься этим

предметом со старшеклассниками. В гим-

гимназии работали перпоклассные учителя.

Преподавательница французского языка,

много жившая в Париже, пела с учащими-

учащимися философские и этические беседы на

французском языке, учила их художес-

художественному переводу» знакомила с произве-

произведениями классической и современной

французской литературы. Она привила

Андрею Николаевичу любовь к Франции,
ее духу и культуре, и эта любовь сопутство-

сопутствовала ему всю его жизнь. И математику

преподавали замечательные, творчески

мыслящие педагоги. Вот одна из задач, ко-

которую маленький Андрей получил от своих

учителей.
Задача 2. Кикой многоугольник получит-

получится, если рассечь куб плоскостью, проходя-
проходящей через его центр перпендикулярно
главной диагонали?

В наших беседах с Андреем Николаеви-

Николаевичем неоднократно речь заходила об ода-

одаренности, в частности, о математической.

В своей брошюре «О профессии математи-

математика» , обращенной к юношеству. Андрей
Николаевич выделил три группы специфи-
специфической математической одаренности

—

алгоритмическую, геометрическую и логи

ческую. Про себя он любил говорить, что

многие его открытия были пьмваны к жиз-

жизни неожиданно возникшей геометричес-

геометрической картинкой. Он считал, что способ-

способность к образному геометрическому мыш-

мышлению можно и нужно тренировать на за-

задачах, подобных задаче 2. (Смешно думать

про Андрея Николаевича, что геометричес-

геометрическая одаренность превалировала в нем: он

был среди "крупнейших аналитиков и л'оги-

ков своего времени, но сиоей геометричес-

геометрической интуицией он особенно гордился.)
ая тему гимназии» необходимо

сказать, что Андрей Николаевич на всю

жизнь сохранил самые теплые чувства к

своим товарищам, педагогам и атмосфере
творчества и свободы, которая окружала
его п гимназии Репман.

Университет
В 1920 году Колмогоров поступает в Мос-

Московский университет.

Двадцатые годы были счастлипой порой
для московской математики. В начале де-

десятых годов в Московском университете

работал лить один ученый, имевший меж-

международное признание
— Дмитрий Федо-

Федорович Егоров. А в тридцатые годы москов-

московская математическая школа безо всякой

натяжки стала самой сильной в мире. Ког-

Когда одного изв^тного американского уче-

ученого в середине тридцатых годов попроси-

попросили наавцть четверку виднейших молодых

математиков того времени, он назвал име-

имена Гельфонда, Колмогорова, Понтрягина и

Шнирельмана — московских математи-

математиков. А помимо этой четверки в Моекпо ра-

работали и П. Александров» и Бари, и Лав-

Лаврентьев, и Люстсрник, и Меньшов, и Хин-

чин, — все крупнейшие имена! Как же это

получилось? На этот вопрос нельзя отве-

ответить одним словом, но одну из важнейших

причин можно назвать сразу. Этой причи-

причиной Ъыл Лузин, их общий учитель!
Николай Николаевич Лузин, ученик

Дмитрия Федоровича Егорова, — один из

крупнейших русских математикой того

времени
— создал, быть может, самую ве-

великую в истории математики научную

школу. Это произошло во многом благода-

благодаря тому, что он стал применять совершен-

совершенно новый подход в работе с молодежью.

Андрей Николаевич Колмогоров писал об

этом так: «Существенным в этом подходе

было вполне индивидуальное личное руко-

руководство, а также умение придавать из-

избранной тематике особенную значи-

значимость».

Первый успех

В тот момент, когда А.Н. Колмогоров пос-

поступил п Московский университет, вокруг ?
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Лузина сгруппировался большой коллек-

коллектив выдающихся математиков (» основ-

основном я перечислил его выше). Они называ-

называли себя « Лузитднией*. Осенью 1920 года

Лузин читал курс комплексного перемен-

переменного. На его лекциях собиралась почти вся

Лузитания. Слушал ил и юный А.Н. Кол-

Колмогоров. О своем первом вступлении в на-

научное сообщество Андрей Николяепич

вспоминал: «С курсом Лузина связано мое

первое достижение, после которого на

меня было обращено некоторое внимание.

Николай Николаевич любил импровизи-

импровизировать на лекциях На лекции, посвящен-

посвященной доказательству теоремы Коши (основ-
(основной теоремы курса), ему пришло в голову

использовать такую лемму. Пусть квадрат

разделен на ко-

конечное число ква-

квадратов. Тогда для

любой константы

С найдется такое

число С , что для

всякой кривой

длины не больше

С сумме, перимет-

периметров дадепяющих

кривую клтадратод

не превосходит

С'. Через дие не-

недели я обратился к председателю студен-

студенческого математического кружка... с не-

небольшой рукописью, где это утверждение

было опровергнуто*. Рукопись, о которой
говорит Андрей Николаевич, сохранилась
(она датирована 4.01.1921 г.); она была

опубликоплна в третьем томе собрания со-

сочинении Колмогорова, вышедшем в год

его смерти.

На докладе Колмогорова, послужившем

отправной точкой его творческой матема-

математической биографии, присутствовали мно-

многие члены Лузитании, п частности, один из

самых ярких ее представителей — Павел

Самуилович ypwcoii (ему суждено будет
трагически погибнуть спустя три годя в

бурных волах у берегов Бретани). Во вре-

время докладе Урысои отозвался такой репли-

репликой по поводу выступления Андрея Нико-

Николаевича: «Молодец, чисто делает!» Вскоре

Урысои предложил Колмогорову стать его

учеником (у Лузина было в ту пору очень

много учеников, и новых он брал с боль-

большим выбором).
Но :мтем Колмого|юв сделал свое первое-

открытие в области тригонометрических

рядов, об этом было доложено Лузину, и

тот, повстречавшись как-то с Андреем Ни-

Николаевичем на университетской лест-

лестнице, «с некоторой торжественностью*
предложил ему стать его учеником. Так

начался новый этап в жизни А.Н. Колмо-

Колмогорова.

А теперь пришло время сформулировать
в виде задачи основную лемму, с помощью

которой юный Колмогоров опроверг ут-

утверждение Лузина.

Задача 3. Арка-

жите, что для лю-

любого сколь угодно
большого числа К

можно построить

такую систему

непересекающихся

квадратов (внут-

(внутри единичного

квадрата), что

каждый и) них

имеет общие точ-

точки с диагональю квадрата, а сумма их пе-

периметров больше К.

Первое математическое достижение,

которое привело Колмогорова в ряды

Лузитании, было euje сравнительно про-

простым. Однако и в нем Андрею Николаеви-

Николаевичу пришлось преодолеть несколько пол-

водных камней. В частности, ему при-

пришлось воспользоваться следующим резуль-

результатом.

Задача 4. Пусть (ая) (п>0) — после-

последовательность, сходящимся к нулю- Тогда

шшдется выпуклая последовательность

(Ьн), также стремящаяся к нулю и такая,

что Ь > \а\ для всех п.
Я |И |

(Последовательность (?>я) называется

выпуклой, если Ьп^г -2#я+| +#и ?0 для

всех nt 1.)
Летом 1922 года Андрей Николаевич
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получает действительно выдающийся ре-

результат
— он строит почти всюду расходя-

расходящийся ряд Фурье суммируемой функции.
Эта работа приносит ему всемирную из-

известность. Именно с той поры — с лета

1922 годя — разумно исчислять начало его

необыкновенной по интенсивности и пло-

плодотворности творческой биографии.

Особенность творческой манеры
Здесь уместно сказать об одной особеннос-

особенности творчества А.Н. Колмогорова. Как-то

Израиль Моисеевич Гсльфанд, один из са-

самых крупных математиков современности

(и ученик А.Н. Колмогорова), сказал:

«Математика — это марафон*. Я думаю,

вот что он вкладывал в эту фраву. Подавля-

Подавляющее большинство математиков годы и

годы, а иногда и десятилетия тратят на

развитие одного математического сюжета,

создание некоей теории или решение ка-

какой-то отдельной задачи. Нередко на это

уходит вся жизнь — большинство матема-

математиков «специализируются» лишь в одной

какой-то области. Самые крупные меняют

темы своих занятий два, три раза, величай-

величайшие, как Гильберт — чуть больше (у Гиль-

Гильберта было восемь «сюжетов*).

Пример Гильберта особенно показате-

показателен. Он долгие годы тратил на развитие не-

некоей одной определенной идеи, теории

или на решение отдельной задачи. При
этом он не занимался ничем иным, а пере-

переключившись, никогда не возвращался к

старым идеям. Каждый период занимал

четыре, пять, восемь, десять и больше лет!

Творческая манера Андрея Николаевича

Былп совершенно иной. Он умел концен-

концентрировать огромную энергию на сравни-

сравнительно коротком («неделю, иногда, может

быть, две — не больше») отрезке времени.

Вспоминая об открытии всюду расходяще-

расходящегося ряда Фурье, Колмогоров писал; «Пос-

«Последним этапом была неделя (мне он гово-

говорил
—

три дня) непрерывных размышле-

размышлений, закончившаяся возникшей внезапно

конструкцией. Немного позднее без боль-

больших усилий возник аналитический вари-

вариант первоначальной чисто геометрической

(вспомним рассуждения Андрея Николае-

Николаевича о типах одаренности) идеи».

Так бывало у него и во всех остальных

случаях, когда несколько дней беспрерыв-
беспрерывного размышления и полной сосредото-

сосредоточенности завершались внезапным озаре-

озарением. Подобная аккумуляция энергии по-

порождала мощный взрыв, в неприступных

бастионах образовывалась брешь, туда

мгновенно устремлялись десятки и даже

сотни последователей, а сам Андрей Нико-

Николаевич обычно не очень всем этим интере-

интересовался — его манили иные цели.

Вехи творческого пути

Нет никакой возможности в этой статье

затронуть хоть сколько-нибудь полно ос-

основные достижения А.Н. Колмогорова в

математике. И совершенно не потому, что

большинство его результатов невозможно

объяснить школьнику. Как раз наоборот:
ясность и общезначимость целей, которые
ставил перед собой Андрей Николаевич,

таковы, что фактически вес, что им было

сделано, возможно объяснить любому не-

непосвященному, но заинтересованному че-

человеку. Носам вклад Андрея Николаевича

огромен. Одно лишь перечисление мате-

математических разделов («сюжетов*), в кото-

которые Колмогоров внес фундаментальный
вклад, необычайно велико. Назовем неко-

некоторые: метрическая теория функций, дес-

дескриптивная теория множеств, математи-

математическая логика, теория вероятностей, гео-

геометрия, случайные процессы, математи-

математическая статистика, функциональный ана-

анализ, теория приближений, теоретико-мно-

жестпенная топология, алгебраическая то-

топология, дифференциальные уравнения,

теория турбулентности, теория стрельбы,

теория алгоритмов и автоматов, динами-

динамические системы, классическая механика,

теория суперпозиций функций, теория

информации, алгоритмическая теория ве-

вероятностей.

Существенную долю в его научных ис-

исследованиях составляют работы в области

приложений к физике, биологии, геоло-

геологии, океанологии, метеорологии, крис- Q
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таллографии и т.п. И помимо всего этого

Андрей Николаевич имел труды по вопро-

вопросам педагогики, методики, стиховедения,

философии, истории, естествознания, на-

написал множество статей в различные эн-

энциклопедии.

Всего список трудоп А.Н. Колмогорова
(пока еще неполный) насчитывает около

500 работ. Так что обо всем не скажешь.

Поговорим лишь о самом важном.

Начнем с его работ по классической ме-

механике. Может ли

Солнечная система

существовать веч-

вечно? Безусловно, это

— центральный до-

допрос всей астроно-

астрономии. Ведь мыслимо,

что почти всегда

(как говорят мате-

математики, на мно-

множестве полной

меры) эволюция

любой планетной

системы завершает-

завершается катастрофой. В

работах A11д]къя
Николаевича эта

проблема была ре-

решена для многих

«невырожденных»

задач астрономии.

Колмогоров разра-

разработал новый метод,

позволивший сдви-

сдвинуть с мертвой точ-

точки проблему, которая стояла со времен

Ньютона и Лапласа. Метод Колмогорова
был усовершенствован и развит его учени-

учеником Арнольдом, который доказал, что су-

существуют массивные множества началь-

начальных условий, при которых планетные сис-

системы, подобные Солнечной, будут сущес-
существовать вечно. Теория Колмогорова оказа-

оказалась примененной к огромному числу за*

дач механики, физики и самой математи-

математики. Развитые в трудах В.Арнольда и

Ю.Мозера идеи Колмогорова получили на-

названия КАМ-теории (теории Колмогоро-

Колмогорова- Арнольда-Мозера), известной ныне

едва ли не каждому математику.
На протяжении почти полувека Андрей

Николаевич был общепризнанным миро-
мировым лидером п области теории вероятнос-
вероятностей. Ему суждено было завершить класси-

классическое направление в этой теории, идущей
от Я.Бернулли и Лапласа. Его книга, где он

подвел итоги первого этана своей деятель-

деятельности в этой науке, — «Основные понятия

теории вероятностей»
— несомненно, са-

самое известное про-

произведение Андрея
Николаевича. Ис-

Исключительную ее

роль в истории на-

науки и в их личной

судьбе подчеркивали

большинство круп-

крупнейших специалис-

специалистов в области теории

вероятностей (на-
(например, классик тео-

теории вероятностей из

США Дуб и патри-

ярх японской веро-

вероятностной школы

Ито). Аксиоматика,

введенная и исследо-

исследованная Колмогоро-
Колмогоровым» превратила тео-

теорию вероятностей из

натурфилософской в

строгую математи-

математическую дисциплину.

В антологии по тео-

теории вероятностей, изданной в Болгарии,
книга А.Н. Колмогоров «Основные поня-

понятия теории вероятностей» соседствует с

мемуарами основоположников — Я. Бер-
нулли о законе больших чисел и П. Лапла-

Лапласа о центральной предельной теореме.

Книга называется так: «Бернулли. Лаплас

Колмогоров. Вероятность».
С некоторой долей условности можно

сказать, что безбрежный математический

мир до недавних времен был поделен на

две чести, на королевство порядка и коро-

королевство хаоса. В королевстве порядка гос-
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подствует дух Лапласа, который утверж-

утверждал, что знание начальных условий предоп-

предопределяет поведение системы на все време-

времена. В царстве хаоса владычествует случай
— *Бог-изобретателы>, говоря словами

Пушкина. Андрею Николаевичу Колмого-

Колмогорову выпала доля быть первопроходцем в

обоих царствах, первооткрывателем в них

многих неизведанных областей. О вкладе

его в одну из областей царства порядка мы

мельком сказали. В царстве хаоса ему при-

принадлежит честь среди первых ступить в не-

неизведанные просторы марковских процес-

процессов, стоять у истоков теории случайных

процессов, быть родоначальником теории

ветвящихся процессов; список можно

продолжать, и всюду в этих разделах ему

принадлежат фундаментальные, основопо-

основополагающие результаты, составляющие ядро

современных учебников по теории вероят-

вероятностей.

Но помимо многочисленных открытий в

каждом из этих двух царств, Колмогорову ,

принадлежит величественная концепция

единого взгляда на оба эти царства, идея

одновременного и параллельного изучения

сложности детерминированных и неопре-

неопределенности случайных явлений. Эта про-

программа и была намечена в той самой

статье 1965 года, о которой мы говорили

во введении.

Поставим вопрос: что такое случайность,
хаос, стохастичность и чем они отличаются

от детерминированности, упорядоченнос-

упорядоченности, специфичности?
Вот пример, с которого начинается до-

доклад А.Н. Колмогорова и В.А. Успенского
на Первом Всемирном конгрессе Общест-
Общества математической статистики и теории

вероятностей им. Бернулли (Ташкент, 1986

г.): «Если кто-либо скал-сет нам, что он под-

подбросил «честную» монету двадцать раз и,

обозначив герб единицей, а решетку нулем,

получил такой результат: (I) 1000 101 ПО
1111010000 или такой: (II) 0111101

1001101110001, мы вряд ли будем удивле-

удивлены. Однако, если нам скажут, что резуль-

результат бросаний был таков: (III) 000000

00000 000000000, мы будем поражены

или вообще не поверим или же усомнимся

в корректности эксперимента. Возникает

вопрос
— почему?... По-видимому, цепоч-

цепочки (I) и (II) восгфинимаются, как случай-
случайные, а цепочки (III) — как неслучайные...
Но что означают слова «воспринимается,

как случайная»? Классическая теория ве-

вероятностей не дает ответа на этот важный

вопрос. Не столь редко можно услышал»

следующее объяснение: вероятность це-

цепочки (III) слишком мала, она равна 2 0.

Но ведь ровно такую же вероятность име-

имеют цепочки (I) и (II)».
А. Н. Колмогоров предложил порази-

поразительную по красоте идею измерения по-

порядка и хаоса. Последовательность нехао-

нехаотична» если существует ее простое описа-

описание, а если такового не существует. т,е. она

достаточно сложна, то она песет п себе псе

признаки случайной последовательности.

Как же реализуется эта идея? Во мно-

множество конечных последовательностей

вводится мера их сложности («колмого-

ровская сложность»). Грубо говоря, слож-

сложность последовательности
— это длина

программы, описывающей данную после-

последовательность. С помощью построенной
им меры сложности Андрей Николаевич

ввел понятие хаотической последователь-

последовательности, конечной и бесконечной, и доказал,

что хаотические (т.е. сложно устроенные)
последовательности ведут себя, как случай-
случайные, т.е. к ним «нельзя придраться* сточки

зрения теории вероятностей. Эта концеп-

концепция А.Н. Колмогорова показала всю иллю-

иллюзорность разграничения царств порядка и

хаоса — на самом деле математический

мир един и существует огромное число де-

детерминированных динамических систем (и

среди них — подобные Солнечной систе-

системе!), поведение которых неотличимо от ха-

хаотического движения.

В этой концепции А.Н. Колмогорова
связались п единый узел едва ли не все сто

творческие устремления
— идеи теории

функций и теории вероятностей, кон-

конструкции математической логики и тео-

теории алгоритмов, понятия и методы теории

информации, описания .многих явлений
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динамических систем (в том числе —

классической механики), опыт изучения

явлений природы.

Заключение

Хочу вернуться к тому, с чего я начал. В те-

течение десяти лет — с 1953 по 1963 год —

я очень близко наблюдал за творчеством

А.Н.Колмогорова. В истории науки нелег-

нелегко найти столь блистательный период в

жизни какого-либо математика. В эти

годы он сдвинул с мертвой точки три фун-
фундаментальнейших проблемы нашей науки.

Об одной, касающейся устойчивости Сол-

Солнечной системы A953—54), я уже гово-

говорил. С докладом об этом Андрей Николае-

Николаевич выступил на Международном Конгрес-
Конгрессе в Амстердаме A954), где ему было

предоставлено исключительное право за-

завершить научную программу Конгресса. В

1956—57 годах он получил фундаменталь-
фундаментальнейший результат, приведший к решению

знаменитой 13 проблемы Гильберта. В

1958 году он осуществил радикальный

прорыв в эргодической теории динамичес-

динамических систем, совершив переворот в этой

важнейшей области математики. В 1960—

63 годах он фактически разработал концеп-

концепцию понимания Хаоса, как Сложности.

В эти годы он руководил работой большо-

большого коллектива математиков: В.М. Алексее-

Алексеевым — в области классической механики,

М. Арато — в области классической теории

вероятностей, В.И. Арнольдом — в области

теории суперпозиции и классической меха-

механики, Г.И. Баренблаттом — в гидродина-

гидродинамике, Ю.К. Беляевым — п теории случай-

случайных процессов, Л.Н. Большевым — в мате-

математической статистике, А.А. Коровковым
— в классической теории вероятностей,
Р.Л- Добрушиным — в теории марковских

цепей и теории информации, Б.Д. Ерохи-
ным — в теории приближений, В.М. Золо-

Золотаревым
— в теории предельных теорем,

Р.ф. Матвеевым — в теории случайных

процессов, П. Мартии-Лефом — в теории

сложности, Ю.Т. Медведевым — в мате-

математической логике, Л.Л- Мешалкиным —

в эргодической теории, М.С. Пин-

скером
— в теории информации, А.В.

Прохоровым — в статистической теории

стиха, Ю.А. Розановым — в теории слу-

случайных процессов, Я.Г. Синаем — в эрго-

дической теории, В.М. Тихомировым — п

теории приближений, В.М. Успенским —

в математической логике, А.Н. Ширяевым
— в теории случайных процессов,

— бес-

прецедентный список!
Я перечислил здесь его непосредствен-

непосредственных учеников тех лет, и то далеко не всех.

Большинство математиков из этого списка

стали крупными учеными, лидерами своих

направлений, причем едва ли не самые

значительные свои результаты они получи-

получили именно в годы общения со своим учите-

учителем. Огромное влияние на почти всех ма-

математиков того времени оказали лекцион-

лекционные курсы (обязательные и специальные),
читавшиеся Андреем Николаевичем, его

многочисленные отдельные лекции и вы-

выступления. Андрей Николаевич вел в те

годи очень большую научно-обществен-
ную деятельность — издательскую, энцик-

энциклопедическую; в качестве декана МГУ
много бывал за границей и с огромным ус-

успехом (в частности, семестр провел в

своей любимой Франции). Он был в заме-

замечательной физической форме — совершал

трудные горные походы, ходил на лыжах

на 40 — 50 километров. Тем поразитель-
поразительнее его полное переключение на новую

жизненную стезю» его внезапное и безраз-
безраздельное увлечение своим интернатом, ре-

реформой математического образования, ор-

организацией летних школ, .музыкальных и

иных вечеров для юношества, писанием

учебников и учебных пособий, чтением

лекций для школьников и учителей.
Это подвижничество, это самооггвержен-

ное служение делу Просвяшения не было

оценено по достоинству. И теперь, в пред-

преддверии девяностолетней годовщины со дня

рождения этого великого человека, каждо-

каждому, кому посчастливилось общаться с ним

(особенно в последнее двадцатилетие),
надлежит внести сбою лепту в развитие того

дела, которому Андрей Николаевич Колмо-

Колмогоров посвятил эту пору своей жизни. Q



kvantmccme ru

информация

Заочная физическая школа при МГУ

Заочная физическая школа (ЗФШ) при фи-
физическом факультете МГУ объявляет прием
учащихся в 10 и 11 классы на очередной
учебньй год.

Основноя цель ЗФШ — помочь учащимся

средней школы глубже изучить физику, луч-

лучше подготовиться к вступительным экзоме-

нам в высшие учебные заведения и, прежде

всего, на физический факультет МГУ.

Физический факультет МГУ готовит физн-
ков-теоретико% и физиков-экспериментато-
физиков-экспериментаторов по всем разделам современной физики

и астрономии. Фундаментальное универси-

университетское образование позволяет выпускни-

выпускникам физического факультета быстро осваи-

осваивать специфику любого научного или техни-

технического направления, успешно работать на

стыке научных направлений, таких, напри-

например, как геофизика и биофизика, астрофи-
астрофизика и химическая физика, компьютерная

физика и математическое моделирование.

Прием в ЗФШ проводится по результатам

решения вступительного задания, публикуе-
публикуемого ниже. Решение вступительного зада-
задания необходимо отослать до 1 сентября по

адресу: 119899, Москва, ГСП, Ленинские

горы, МГУ, физический факультет, ЗФШ. В

письмо вложите два экземпляра анкеты, за-

заполненной на листах плотной бумаги раз-

размером 7x12 с/а по приведенному здесь об-

образцу, и конверт с вашим адресом.

Решение о зачислении в ЗФШ будет сооб-

сообщено да 20 октября.

Принятым в ЗФШ в течение года высыгают-

ся контрольные зодания по розделам физи-
физики, изучаемым в соответствующих классах

средней школы. Решенные задания оцени-

оцениваются, рецензируются и отсылаются об-

обратно. Учащиеся 10 класса ЗФШ по окон-

окончании года переводятся в 11 класс. Успеш-

Фамилия, имя, отчество

Класс ЗФШ

Профессия родителей

Подробный ДОмОшмиЙ

адрес

Номг'р и адрес школы

Федосеев Анатолий

Иванович

мать - инженер, отец -

врач

240812, г Копуго,ул.

Пушнина, д.24, t в. 26

школо 777, ул.

Садовая, д. 11

но прошедшие обучение получают удосто-

удостоверение об окончании ЗФШ (при поступле-

поступлении но физический факультет МГУ удосто-
удостоверения об окончании ЗФШ учитываются

приемной комиссией).

Вступительное задание

Поступающим в 10 класс ЗФШ нужно ре-
решить задачи 1—4, поступающим ell
класс —задачи 4 — 7.

1. При торможении от скорости v\ = 40 км/ч
до полной остоновхи автомобиль прошел

путь s\ = 16 м. Кагой путь пройдет этот авто-

автомобиль по той же дороге при уменьшении

скорости от v? = 100 км/ч до V3 = 60 км/ч?
Считайте, что при торможении ускорение
постоянно и одинаково в обоих случаях.
2 Легкую сферу массой гц — 80 г взвешива-

взвешивают в воздухе. При температуре воздуха t -*

m47 °C sec сферы окозогся ровным Р m

—0,1 Н. При какой температуре воздуха

сфера перестанетдовить на чашку весов?

Изменением объема сферы можно прене-

пренебречь, давление воздуха считать неизмен-

неизменным, а ускорение свободного падения при-

принять ровным gш 10 м/с3.
3. Геломассой m соскальзывает с наклон-

наклонной плоскости и затем движется по гори-

горизонтальной плоскости, проходя до останов-

остановки путь s. Какую минимальную работу подо

совершить, чтобы вернуть тело в исходную

точку по прежней траектории? Плоскость
наклонена /с горизонтупод углом tx, коэф-
коэффициент трения при движении одинаков на
всем пути и равен \i.

4. Продумайтекачественную зццочу по лю-

любому разделу физики и дойте ее решение.

5. Внекотором процессе давление и объем

адного моля идеального газа связаны соот-

соотношением р
- ро = Aiy - Vg), где постоянные

величины А, ро и Vq известны. Чему равно
давление одного моля газа в этом процессе

при температуре Т?

6 Три точечных заряда, попарно помещен-

помещенные но расстоянии 1ш Юсм друг отдруга в

вакууме, отталкивоются с силами F\ = bH,
f7 = Ю Н и Fi = 12 Н. Найдите величины этих

зарядов.

7. Чему равен потенциал изолированного

незаряженного металлического шара радиу-
радиусом R, если на расстоянии о(а> R) от его

центро находится точечный зарядq? Ш
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мотемотическоя экология

ХИЩНИК И ХЕРТВА
УРАВНЕНИЯ СОСУЩЕСТВОВАНИЯ

КОНСТАНТИН ЬОГДЛНОП

I

Вольтерра и Млльтус

Попытки математического описания ди-

динамики численности отдельных биологи-

биологических популяций и сообществ имеют со-

солидную историю. Одна из первых моделей

динамики роста популяций принадлежит

Т.Мальтусу A766— 1834), английскому

экономисту и священнику.

В своем труде «Опыт о законе народона-

народонаселения» A798г.) Мальтус утверждал,

что в человеческом обществе, как и во всей

живой природе, существует абсолютный

закон безграничного размножения особей.

При этом рост населения Земли идет п

геометрической прогрессии, в то время

как средства существования увеличивают-

увеличиваются лишь в арифметической, Мальтус, абсо-

абсолютизируя роль биологических факторов в

воспроизводстве населения, рисует жесто-

жестокие последствия открытого им закона на-

народонаселения: «Человек, появившийся на

свет, уже занятый другими людьми, если

он не получил от родителей средств к

существованию, на которые он вправе рас-

рассчитывать, если общество не нуждается п

его труде, не имеет никакого права требо-
требовать для себя какого-нибудь пропитания,

ибо он совершенно лишний на этом свете.

На великом пиршестве природы для него

нет прибора. Природа приказывает ему

удалиться, и если он не может прибегнуть
к состраданию кого-либо из пирующих,

она сама принимает меры к тому, чтобы ее

приказание было приведено в исполне-

исполнение». Врачебную деятельность Мальтус счи-

считал противоестественной, так как она со-

сохраняет жизнь «лишним людям».

Модель Мальтуса в математической фор-

форме выглядит довольно просто. Пусть

N(/) — численность изучаемой популя-

популяции в момент L Согласно Мальтусу, ско-

скорость прироста популяции прямо пропо-

пропорциональна се численности в данный мо-

момент, или

dN/dt = aN%

где а— разность между коэффициента-
коэффициентами рождаемости и смертности. Интегри-

Интегрируя это уравнение, получаем

N(t) = N(Q)e" t

где N@) численность популяции в мо-

момент t — 0. Очевидно, что модель Маль-

Мальтуса при а > 0 дает бесконечный рост

численности, что никогда не наблюдается в

природных популяциях, где ресурсы, обес-

обеспечивающие этот рост, всегда ограничены.

Изменения численности популяций расти-
растительного и животного мира нельзя описы-

описывать простым законом Мальтуса, на дина-

динамику роста влияют многие взаимосвязан-

взаимосвязанные причины
— в частности, размножение

каждого вида саморегулируется и видоиз-

видоизменяется так, чтобы этот вид сохранялся в

процессе эволюции.

Математическим описанием этих зако-

закономерностей занимается математичес-

математическая экология — наука об отношениях

растительных и животных органилмов и

образуемых ими сообществ между собой и

с окружающей средой.

Первым успехом математической эколо-

экологии стала модель, предложенная итальян-

итальянским математиком Вито Вольтерра
(I860—1940) в книге «Математическая

теория борьбы за существование*

A931г.). Интересна биография этого

ученого, известного своими классически-О
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ми работами по интегральному исчисле-

исчислению и функциональному анализу. Во мно-

многом она созвучна названию только что

упомянутой книги.

Когда Вито было 2 года, умер отец, и

семья осталась практически без средств к

существованию. И все же, как это ни было

трудно, Вито удается получить образова-
образование. Еще подростком он изучает диффе-
дифференциальное исчисление; не зная интег-

интегрального исчисления, вновь открывает его.

Он блестяще оканчивает естественный фа-
факультет университета во Флоренции. Воль-

терра очень быстро завоевывает мировую

известность своими работами в различных

областях чистой математики. Но всегда его

интересуют и различные прикладные задачи.

В 1925 голу из бесед с молодым зоологом

Умберто А'Анконом он узнает любопыт-

любопытный факт из статистики рыбных рынков на

Адриатике. Оказывается» когда в годы пер-

первой мировой войны и сразу после нее

интенсивность промысла резко сократи-

сократилась, то п улове выросла относительная

доля хищных рыб. Чтобы объяснить это,

Вольтерра предложил математическую мо-

модель, описывающую отношения между

хищником и жертвой и происходящие при

этом изменения их численности. Матема-

Математическая экология в дальнейшем становит-

становится его основной темой, и он занимается ею

до конца жизни.

В Вито Вольтерра сочетались талант ис-

исследователя и темперамент активного по-

политика. В 1905 году он был самым моло-

молодым сенатором п Итальянском королев-

королевстве. Человек прогрессивных взглядов, ак-

активный противник фашизма, он был един-

единственным сенатором, проголосовавшим

против передачи власти Муссолини в 1922

году. Последовала политэмиграция во

Францию; Муссолини» пытаясь укрепить

престиж фашистской диктатуры, пригла-

приглашает Вольтерра вернуться в Италию, обе-

обещая почетные титулы и посты,— но уче-

ученый отказывается.

Один из фрагментов книги Вольтерря

посвящен анализу «взаимоотношений»

между хищником и жертвой. В следующем

разделе мы посмотрим, как решал эту

задачу сам Вольтерра, а потом попробуем
исследовать эволюцию системы *хищ-

хищник — жертва», моделируя ее с помощью

компьютера. Итак, начинаем.

Борьба за существование

Пусть имеется два вида животных, один

из которых пожирает другой (хищники и

жертвы). При этом относительный при-

прирост в единицу времени численности

жертв, живущих изолированно (в отсут-

отсутствие хищников), равен <?,, п то время как

хищники, отделенные от своих жертв, по-

постепенно умирают с голоду, и относитель-

относительное падение их численности в единицу

времени составляет еу.

Как только хищники и жертвы начина-

начинают обитать в непосредственной близости

друг от друга, изменения численности их

популяций становятся взаимосвязанными.

В этом случае, очевидно, относительный

прирост численности жертв будет уже за-

зависеть от размеров популяции хищников и

будет уменьшаться с ростом этой популя-

популяции. Для относительного прироста популя-

популяции хищников, который можно считать

пропорциональным размерам популяции

жертвы, будет верна противоположная за-

зависимость. Все, что было только что сказа-

сказано, можно записать в виде

где Nft N2— число жертв и хищников,

соответственно, в момент t; a%t ау — по-

постоянные коэффициенты.
Читатель, наверное, заметил, что как в

модели Мальтуса, так и при формализации
отношений «хищник— жертва» (модель
известна под названием «модель Вольтерра
— Лотка») априори считается, что все

хищники (и все жертвы) находятся в

одинаковых условиях. Иными словами, ко-

коэффициенты в системе A) не зависят от
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того, какую именно часть популяции мы

хотим описать (такую популяцию называ-

называют пространственно однородной). Оче-

Очевидно, что такое предположение оправда-

оправдано далеко не всегда. Можно себе предста-

представить реальные ситуации, когда несколько

хищников находятся очень далеко от жертв

(<*, мал), а другие— вблизи (большой

д2), и описание всей популяции только

одной системой A) становится невозмож-

невозможным. Чуть позже мы покажем, как ком

пьютер помогает нам моделировать эти

реальные ситуздии. Ну а сейчас опять

вернемся к системе уравнений A).
К сожалению, решить эту систему урав-

уравнений аналитически, т.е. выразить Nj (f) и

N2(f) через известные элементарные фун-

функции, невозможно. Конечно, можно было

бы решить эти уравнения численно, с

помощью компьютера, который выдал 6м,

например, графики функций Nt(О и

N (f).Меняя параметры, можно было бы

увидеть, как изменяется вид этих графи-
графиков. Вместо этого мы проведем качествен-

качественный экспресс-анализ уравнений» который
позволит нам понять основные свойства их

решений. А именно, рассмотрим такие

случаи» когда вид уравнении сильно упро

вдается.

Посмотрите внимательно на систему A)
и вы легко найдете одно из решений
системы— стационарное. Если считать,

что число жертв и хищников не изменяет-

изменяется со временем» то левые части A) обра-

обращаются в нуль, а из правых мы найдем, что

такое равновесие будет возможно, только

если Nj = Сг/Лг а ^ = е\^а\' ^то и

является одним из решений системы.

Л теперь предположим, что система

«хищник
—

жертва* каким-то образом
оказалась вблизи равновесия и численно-

численности хищников и жертв мало отличаются от

соответстпуюшил стационарных значений.

Пусть N{
= ^2/^ + п, a N2 — €х/а} л-

+х, где п и л* мы будем считать малыми по

сравнению с NrNr Подставляя эти выра

жения в A) и пренебрегая пх по сравне-

сравнес остальными членами, получаем

idnjdt * —хах

Введем вместо п новую перемен-

переменную и = пагел/ах. После соответству-

соответствующей замены система B) преобразуется п

следующую:

[dxfdt = ik

А теперь вспомним систему уравнений,

описывающую движение пружинного маят-

маятника. Пусть х — смещение центра тяжести

этого маятника от положения равновесия, а

V — его скорость. Ну конечно же, система

C) может описывать движение такого ма-

маятника, если еге2 положить равным отноше-

отношению жесткости пружины к массе маятника.

А значит, наша система уравнений будет

иметь такое же решение, как и «школьная

задача» о колебаниях пружинного маятника.

Совладение уравнений, описывающих

колебания пружинного маятника и чис-

численность особей п системе «хищник

—

жертва*, позволяет утверждать, что

число хищников и жертв должно изменять-

изменяться колебательным образом с периодом

2кД/г,<>2 . Кроме того, известно, что коле-

колебания скорости маятника опережают ко-

колебания его координаты на четверть пери-

периода. Поэтому колебания численности жер-

жертвы также должны опережать колебания

численности хищников на четверть пери-

периода.

Итак, решением системы уравнений
Вольтерра— Лотка являются колебания

численности хищников и жертв, сдвину-

сдвинутые друг относительно друга но фале, с

периодом, равным Zn/ф f г . Конечно,

когда ра.чмах этих колебаний увеличивает-

увеличивается, они перестают быть синусоидальными,

однако их период остается прежним. (Это

подтверждается численным решением си-

системы уравнений A).)
И все-таки согласитесь, не очень верит-

верится, что система «хищник— жертва»О
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служит этаким незатухающим генерато-

генератором колебаний! Может быть, моделирова-
моделирование отношений между хищником и жер-

жертвой системой уравнений A) слишком

упрощает ситуацию?

Забудем об уравнениях

Действительно, забудем об уравнениях.

Представим себе, что перед нами гипоте-

гипотетический двухмерный океан, разделенный
на одинаковые квадраты взаимно перпен-

перпендикулярными прямыми. Наш океан насе-

населяют только два вида рыб — безобидные

скумбрии и пожирающие их акулы. При
этом в каждом месте пересечения прямых

(узле) может в данный момент времени

находиться либо одна из этих рыб, либо

вообще ничего (рис.1). Теперь опишем

поведение животных, которыми мы засе-

заселили океан.

1. Скумбриии акулы могут плавать,

перемещаясь за единицу времени из того

узла» в котором они находятся,, в один из

соседних. При этом скумбрия перемеща-
перемещается с равной вероятностью в любой из

незанятых соседних узлов. Акула же снача-

сначала определяет, на-

находится ли рядом

скумбрия, V* если это

так, то плывет имен-

именно к тому узлу и

поедает ее. Если ря-

рядом с акулой скум-

скумбрии отсутствуют,

то она с равной ве-

вероятностью пере-

переплывает в любой из

соседних узлов.

2. Акулыи скум-

скумбрии «взрослеют»,

и их возраст увели-

увеличивается на едини-

единицу, когда истекает

один тактовый ин-

интервал жизни оке-

океана (о том, из чего

состоит этот интер-

вал,— несколько позже). При достиже-

достижении определенного возраста (Т. — для

скумбрии иТ- для акулы) каждая рыба
начинает через равные промежутки време-

времени производить на свет по одному детены-

детенышу. Родившийся детеныш сначала разме-

размещается в любом из узлов, соседних с ма-

матерью, а потом на него распространяются

те же законы, что и на остальных.

3. Если акула в течение некоторого коли-

количества (Г) последовательных тактовых ин-

ДВЮОМСЯНЛЯ МОДЕЛЬ OXtMiA.

В КОТОРОМ ОБИТАЮТ ЮЛЫЮ АКУЛЫ И СКУМЬРМИ.

ет от толста. Скумбрия в пашем океане может

погибнуть только в пасти акулы, потому что

она питается планктоном, который всегда в

избытке.

4. Океан имеет конечные размеры и пря-

прямоугольную форму, а животные, оказавши-

оказавшиеся вблизи его берегов, никогда не выбрасы-
выбрасываются на берег, а те, которые в отчаянии

все-таки хотят это сделать, оказываются

сразу на противоположной стороне океана.

Другими словами> наш океан покрывает

поверхность тороидальной планеты.

Итак,условия жизниобитателейокеаназаданы.
Жизнь начинается! Случайным образом

1) разбросаемакул и

скумбрий гто океану и

перенумеруем их,

2) установимвозраст
каждомуживотному и

3)для каждой акулы

определим момент,

когда она ум|^ет с голо-

голоду, если не съест скум-

скумбрию. Все згто, конеч-

конечно, мы сделаем с

помощью компьюте-

компьютера, который и будет
следить за жмз1и.ю

придуманного нами

океана.

Начинается пер-
первый такт жизни оке-

океана. Пусть сначала на

один шажок переме-

переместится первая скум-



kvantrrccme ru

i/
ХИЩНИК И Ж Е Г Т 8 А

брил и, если подошел срок, размножится,

зато* вторая, третья..., а после начнут свою

одяоактовую охоту акулы. В конце такта под-

подведем итог, исключив акул, умерших от голода,

и скумбрий, съеденных акулами, а также

прибавив родидшихся животных. После этого

можно начинать следующий такт и т.д. В

результате мы (т.е. компьютер) сможем про-

проследить, как изменяются со временем числен-

численности дкул и скумбрий в океане.

На рисунке 2 нокаяанц результаты такого

компьютерного моделирования для различ-

ных значений Т и Тл (значения Г, а также

начальные численности акул и скумбрий
оставались неизменными и составляли 5,

20 и 200 соответственно). Видно, что число

акул и скумбрий в океане колеблется с

определенной частотой, и максимум чис-

численности у скумбрий всегда достигается

чуть раньше, чем у акул.

Кроме того, анализируя изменения пара-

параметров на рисунклх 2, л? — /, можно заклю-

заключить, что период колебаний численности

животных пропорционален yTaTf Дей-

Действительно, увеличение Т в 4 разя (сравните
рис. 2,а и 2,0) привело к 2-кратному росту

периода колебаний. Такие же изменения

происходят при росте Тл (сравните рис. 2,д

и 2.6) и одновременном росте Г и Т

130 1300
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Однако не всегда колебания численности

протекают так гладко, как это изображено
на рисунках 2, а — г. Довольно часто коле-

колебания сбипаются или их периоды начина-

начинают изменяться в широких пределах (как,

например, на рисунке 2,9). В некоторых

случаях акулы, оказавшись волею судеб
вдалеке от своих жертв, все погибают, и

численность рыб начинает монотонно рас-

расти, пока они не займут вегь океан. Отме-

Отметим, что такие аномальные ситуации, свя-

связанные со случайно-неравномерным рас-

распределением особей, не описываются

уравнениями A).
Таким образом, моделирование с по-

помощью компьютера «реальной» жизни в

системе «хищник— жертва» дало почти

те же результаты, что и уравнения Вольтер-
ра, хотя и высветило ситуации, не описы-

описываемые этими уравнениями.

Почему же в действительности мы не

наблюдаем таких резких изменений чис-

численности животных? Ведь, судя по графи-
графикам на рисунках 2,а и 2,6Ь число хищников
и жертв должно изменяться в десятки раз!
Отпет прост. Уравнения Вольтерра и наша

.модель описывали жизнь изолированного

сообщества, состоящего из хищников од-

одного вида, питающихся только одним ви-

видом жертв. А это бывает крайне редко.

Обычно на одной территории проживают

несколько видов хищников, питающихся

несколькими видами животных, в том чис-

числе и хищниками. Каждая система «хищ-

«хищник—жертва* имеет свою собствешгую
частот^' и фалу колебаний. Если таких си-

систем много и они перекрываются между

собой, то колебания численности живо-

животных становятся меньше. Механизм гаше-

гашения здесь такой же, как в случае маятни-

маятников, колеблющихся с разными периодами.

И все же бывают такие случаи, когда на

большой территории один вид хищников

противостоит только одному виду жертв. В

1>езультате численность этих видов претер-

претерпевает со временем очень большие измене-

изменения, что полностью согласуется с моделью

Вольтерра—Лотка. Классическим приме-

примером этого может служить сообщество

«рысь— заяц» в районе Гудзонопа залива

в Северной Америке. На рисунке 3 по-

показано, как изменялся ежегодный отлов

рысей и зайцев одной из североамерикан-

североамериканских компаний в течение последователь-

последовательных 50-ти лет.

Неужели мы «попали в десятку» и, даже

не побывав в Гудзоновом наливе, прекрас-

прекрасно разобрались во взаимоотношениях ры-

рысей и зайцев, обитавших там сотню лет

тому назад? А может, это случайное совпа-

совпадение? Ведь только что описанная модель

очень груба. По установленным в ней пра-

правилам хищники умирают только от голода,

а их жертвы— только в пасти хищников.

Но мы-то знаем, что и тех и других ждет

еще смерть от старости. Да и животные

обрисованы в модели очень примитивно.

Где вы видели животных, которые не умне-

умнели бы с возрастом? Кроме того, в компью-

компьютере хищники и жертвы перенумерованы

и двигаются не одновременно, а по очере-

очереди. А вдруг результат моделирования изме-

изменится, если животных перенумеровать по-

другому? Или, например, поместить осо-

особей не на прямоугольную сетку, а на тре-

треугольную? Или, может быть, нельзя ис-

пользоаатъ плоскую модель, а нужно поме-

поместить хищников и жертв в узлы простран-

пространственной сетки?

Можно убедиться, что подобные «техни-

«технические* видоизменения модели не влияют

заметным образом на результаты. Однако,

если правила поведения жертв и хищников

изменить более существенно, последствия

могут быть весьма значительными. На ри-

рисунке Ъ,е показаны результаты моделиро-

моделирования, если полагать, что рыбы стали «осто-

«осторожными*, т.е. перед тем, как сделать

очередной свой шажок, они оглядываются

вокруг. И если рядом акула, рыба поплывет

в противоположную от хищника сторону.

При таком алгоритме поведения рыб зна-

значительные и регулярные колебания чис-

численности возникают гораздо реже.
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Вопросы о корректности модели возни-

возникают почти всегда, когда пытаются моде-

моделировать сложные процессы в природе и

обществе. С одной стороны, всякое моде-

моделирование невозможно без упрощения

процесса, без пренебрежения второсте-

второстепенными деталями. С другой, есть риск

«переупростить» модель, отбросив влж-

ные черты явления— ведь довольно

трудно понять, какая черта процесса вто-

второстепенна, а какая нет, пока он не изу-

изучен. Поэтому задача исследователя — най-

найти золотую середину, создать модель про-

процесса, не лишая его первостепенных черт.

И здесь нельзя дать никаких «верных»

рекомендаций — приходится надеяться

только на опыт и интуицию. Попробуйте
и вы, читатель, изменяя параметры опи-

описанной модели, вдохнуть в нее больше

жизни. Удачи вам!

Экология и Физика

(вместо заключения)

Тому читателю, который добрался до кон-

конца наших рассуждений, будет интересно и

приятно узнать, что, наблюдая ла захваты-

бающими приключениями акул и скумбрии,
он одновременно и совершенно бесплатно

приобрел представление, например, о... кине-

тике химических и ядерных реакцгш. (Кине-

(Кинетика описываетразвитие процесса во време-
времени.) Чаотщы — назовем их решенными —

за счет диффушц движутся, встречаясь друг
с другом, вступают вреакции, вкоторых они

«гибнут», производят новые частицы и т.д.

Размножениерыбсоответствует, шгпример,
цепной ядерной реакцгш, их умирание — по-

поглощению частиц в реакторе.

Алярешения таких задан обычно использу-

используют хахраз один из описанных нами приемов.
Записывая уравнения, похожие на уравнения
системы A), получают более грубое, усред-
усредненное понимание того, как меняется со

временем количество частиц в системе* /дру-
/другой подход— компьютерное моделирова-
моделирование системы— позволяет получить более

подробное (сучетом пространаявенных не-

однородноспмй) описание провесов, но тре-

требует гораздо больших затрат компьютер-

компьютерного времени. Решая эти задачи, физики
активно используют качественный экс-

экспресс-анализ, моделируют системуна совре-
современных компьютерах, ломают голову над

тем, какие «правила игры» больше соответ-

соответствуют реальной системе. Словом, делают

то же самое, что делали мы с вами, решая
«чисто экологическую* задачу— ггеследуя
численность популм^ш в животном мире.

А казалось бы~ что общего между физи-
физикой и экологией?
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ИНТЕРВЬЮ С АКАДЕМИКОМ

Сергеем Никольским
Сергей Михайлович Никольский — один из крупнейших наших математиков, лауре-

лауреат двух Государственных премий, премии им. ПЛ.ЧебышеваАН СССР,

золотой медали им. ИМ.Виноградова АН СССР. Несмотря но свой весьма солид-

солидный возраст (он родился в 1905 году), Сергей Михайлович по сей день

ведет активную научную работу. Предлагаем вашему вниманию запись беседы

СМ.Никольского с нашим корреспондентомАЛ.Савиным.

А.С.: Сергей Михайлопич, прежде всего от

имени редакции журнала «Квант» я хотел

бы поздравить ши: с педанним присуждени-

присуждением нам награды Академии наук — золотой

медали имени И.М.Виногрздова.

Думаю, нашим читателям — школьни-

школьникам, увлеченным физикой и математикой,

— интересно будет узнать о ваших школь-

школьных годах» о том, как начинался наш путь в

математику, как и когда пы поняли, что эта

наука
— наше призвание.

С.Н.: В 1913 году я поступил в городе Чер-
Чернигове п классическую гимназию. По мате-

математике учился отлично; прлпда, в приготови-

приготовительном классе учитель ставил мне по мате-

математики тройки, хотя я несомненно заслужи-

пал большего. Но п 1918 году (к тому време-

времени я закончил четвертый класс) семья была

вынуждена усхлть в деревню
— началась

гражданская война. В результате мое- школь-

школьное обучение прервалось до 1922 года.

Мой отец, довольно суровый человек, чем-

то похожий на княля Болконского из романа

Л.И.Толстого «Война и мир», был лесничим.

Он окончил Петербургский лесной инсти-

институт, где, в частности, изучал и математику,

которой потом интересовался всю жизнь.

Отдавая себе отчет в том, что его дети лише-

лишены возможности учиться в школе, он всячес-

всячески поощрял самостоятельные занятия. Я,

например, снимался математикой и физи
кой. Иногда отец неожиданно яадапал нам

нппр<хм- 11омню, однажды во

обеда он обратился к моей сестре:

• Надежда, чему равняется логарифм нуля?»

Надя ответить не смогла. «Чему же вас в

гимназии учили? — рассердился отец. (Она

уже окончила гимназию.) «Л что ты ска-

скажешь, Сережа?» — обратился он ко мне. О

логарифме я тогда знал не из книг, а из бесед

с отцом. Знал, например, что логарифм ста

равен двум, а логарифм одной десятой —

минус единице. Отец рассказывал мне так-

также о бесконечно малых и бесконечно боль-

больших, о бесконечности. Поэтому, поразмыс-

поразмыслив, я ответил: «Минус бесконечность».

I Ioxjkmu отца за этот ответ запомнилась мне

на всю жизнь.

Вот в такой деревенской обстановке я кое-

что узнавал о математике. Между прочим,

примитивный уровень изложения, доступ-

доступный самому широкому кругу читателей, на

котором написана моя книга «Элементы ма-

математического анализа*, ведет свое начало от

тех моих давних бесед с отцом в лесничест-

лесничестве, когда мне было 14 — 15 лет. Такой стиль

закрепился впоследствии, когда мне при-

шло?ь преподавать одновременно и арифме-

арифметику, и математический анализ людям, не

имевшим настоящего среднего образования,
на рабфаке Днепропетровского университета.

К 1925 году, завершив среднее образова-
образование, я начал выбирать дальнейший путь.

Отец рассуждал так: «Серого у нас хороший

математик, — значит, будет инженером».

Хорошее знание математики он считал лишь

обязательным условием для поступления в

приличный технически*! пуз по конкурсу.
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Я разделял его точку зрения и был готов

идти учиться на любую инженерную специ-

специальность. Однако в то время для поступле-

поступления в вуз нужна была командировка с места

работы. Мне удалось получить такую коман-

командировку в Днепропетровский университет, и

я поступил туда на физико-математический

факультет в надежде перевестись позже в

технический вуз. Но через год мне стало

ясно, что мое призвание — математика, и я

остался учиться в университете, хотя близ-

близкие пугали меня карьерой преподавателя
математики в ремесленном училище (типа

теперешнего ПТУ).

А.С,: В каких областях математики вы рабо-
работали, чем занимаетесь сейчас?

С.Н.: Первые мои работы были посвящены

функциональному анализу. Что это такое?

Не вдапаясь в существо этой достаточно

сложной теории, скажу лишь, что многие

прикладники, например специалисты по те-

теории упругости, нуждаются в ней. Затем я

заинтересовался теорией аппроксимации

функций — приближением функций, имею-

имеющих слож1гую природу, более простыми

функциями. В частности, оценками точнос-

точности таких приближений. В то время таких

оценок было мало. Отмечу, что одну из них

предложил А.Н.Колмогоров. Одновременно
со мной ряд оценок получил француз Фйвар,
позже интересные оценки вывели наши ма-

математики. М.Г.Крейн и Н.И.Ахиезер. Резуль-
Результаты, полученные .мной в этой области, со-

составили мою докторскую диссертацию. За-

Затем я обратился к функциям многих пере-

переменных, и здесь обнаружилась связь теории

дифференциальных уравнений с результата-

результатами моих пред!лду1цих исследований. Толч-

Толчком к этому послужило знакомство с рабо-
работами С.Л.Соболева. Я понял, что если раз-

развить мои методы в эту сторону, можно дока-

доказать теоремы, подобные тем, которые полу-

получил Сергей Львович. Сейчас они называются

«теоремами вложения». Полученные мной

теоремы оказались для тех классов фун-
функцией, которыя я рассматривал, более далеко

идущими, чем теоремы Соболева.

В процессе этих исследований у меня поя-

появились ученики, которые до сих нор работа-
работают в этой области. В их числе Л.Л- Кудряв-

Кудрявцев, О.В.Весоп. Мы организовали в Матема-

Математическом институте Академии наук имени

В-А.Стеклова семинар, работающий с 1950

года по сей день , где обсуждаются вопросы

этого рода и близкие к ним. Но я не забывал

и теорию аппроксимации. Ряд работ в этой

области, выполненных в последние 2 — 3

года, и были представлены при выдвижении

на присуждение медали И.М.Виноградова.
А.С.: За пашу долгую жизнь вы встречались

со многими замечательными учеными. Не

могли бы вы рассказать об этих встречах?
С.Н.: Из всех ученых, с которыми мне дове-

довелось встретиться, наибольшее влияние на

меня оказал Андрей Николаевич Колмогоров.
У меня «провинциальное* высшее образова-
образование — я окончил Днепропетровский универ-

университет, притом нс очень рано
— в 24 года. Я

много знал по книгам, но у меня не было

творческого окружения, которое способство

пало бы определенным занятиям наукой. Нс

вот с 1930 года в Днепропетровский универ-
университет начали приезжать А.Н.Колмогоров и

П.С Александров. Дважды в год, весной и

осенью, они читали нам лекции.

В то время Днепр в Днепропетровске был

прекрасен. Сейчас я не назову его прекрас-

прекрасным из-за построенной плотины, но тогда это

была чудесная быстрая и чистая река, на ко-

которой бушевали пороги. П.С- Александров и

А.Н.Колмогоров любили купаться п реке и

кататься на лодке, а я их часто сопровождал.

Эти поездки стали для меня замечательной

школой, там я получил от Колмогорова ряд

задач по теории аппроксимации, с решения

которых и началась моя научная работа в

этой области математики. Колмогоров ор-
организовал также небольшой семинар в

Днепропетровском университете для сту-

студентов и молодых преподавателей, который
я вел в его отсутствие. Из этого семинара в

Днепропетровске возник в дальнейшем ис-

исследовательский центр по теории аппрок-

аппроксимации.
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Общение с Колмогоровым продолжилось

затем в Москве, куда я переехал в 1940 году.

Мы много обсуждали с ним различные во-

вопросы, связанные с теорией функций. В

Москве я также ближе познакомился с

И. Г.Петровеким, впоследствии ректором

МГУ, — до этого нам приходилось встре-

встречаться в Днепропетровске, куда Иван Геор-
Георгиевич несколько раз приезжал.

После переезда я начал работать в отделе

теории функций Математического институ-

института Академии наук, которым с 1940 года за-

заведовал академик М.А.Лаврентъсв, а в даль-

дальнейшем, п конце войны, академик

Н.Н.Лузин. В этом отделе я работал с заме-

замечательными математиками, учениками

Н.Н.Лузина, супругами П.С.Новиковым и

Л.В.Келдыш. Правда, они к тому времени

отошли от теории функций — Петр Сергее-
Сергеевич в это время занимался алгеброй и мате-

математической логикой, а Людмила Всеволодов-

Всеволодовна — топологией.

В первые годы после войны в МИАНе поя-

появился Сергей Натанович Бернштейн, круп-

крупнейший специалист в области теории ап-

аппроксимации. Он организовал отдел кон-

конструктивной теории функций. Так он назы-

нал теорию аппроксимации, считая ее од-

одним из методов изучения функций. Я дово-

довольно активно работал в его отделе, а в 1954

году вернулся в отдел М.А.Лаврентьева.
Кстати, там в это время работал и будущий
президент Академии наук Мстислав Всево-

Всеволодович Келдыш.

Когда М.А.Лаврентьев уехал в Новоси-

Новосибирск организовывать Сибирский научный

центр, он передал мне руководство своим

отделом. В это время мне пришлось также

много заниматься организационными во-

вопросами, поскольку А.Н.Несмеянов привлек

меня к работе по созданию Института науч-

научной информации, где я возглавил рефератив-
реферативный журнал «Математика*.

А.С.: Сергей Михайлович, пы ведете боль-

большую педагогическую работу, будут профес-

профессором Московского физико-технического

институт; в то же время вы — автор не-

нескольких учебников для средней школы. Как

вы относитесь к программам и учебникам,
по которым сейчас учатся школьники?

С.Н.: Я преподавал не только в элитных ву-

жх типа МФТИ, но и в обычных — Днепро-

Днепропетровском институте инженеров тран-

транспорта, Днепропетровском университете;

будучи студентом, давал уроки как репети-

репетитор, а сразу носче окончания университета

вел занятия в школе и фабзавуче.
Постановка математического образова-

образования в школе меня всегда интересовала, и

когда в Академии наук была создана комис-

комиссия по школьным вопросам, я вошел в ее

состав, а в последнее время возглавил ко-

миссию по математике при Министерстве

образования. В ряде вопросов преподавания

математики я отстаиваю свою точку зре-

зрения. В первую очередь это касается понятия

действительного числа, которое считается

трудным, но выражает такую важную прак-

практическую вещь, как длина отрезка. Это до-

должно быть объяснено достаточно рано (в 5

— 6 классах). Нужно только найти пути для

элементарного, доступного школьникам из-

ложения.

Большее внимание, че.м сейчас, следует уде-

уделять преподаванию арифметики, сделав более

логичным изложение этого предмета. Напри-
Например, логичнее проходить сначала обыкновен-

обыкновенные дроби, а потом уже десятичные.

При изучении буквенных (алгебраичес-

(алгебраических) выражений должно быть больше алгеб-

алгебры. Ряд упрощений возможен при препод-

преподавании математического анализа.

Чтобы осуществить эти идеи, небольшим

педагогическим коллективом (профессор
М.К.Потапов, кандидаты наук Н.Р.Решет-

Н.Р.Решетников и А.В.Шевкин и я) мы написали учеб-
учебники «Арифметика* и «Алгебра».
А.С.: Что вы посоветуете школьникам?

С-Н,: И школьникам, и студентам, даже в

нынешнее время, когда спрос на науку

невелик, я посоветовал бы учиться. Знания,

полученные сейчас, принесут вам большую

пользу в будущем. Если можете — учитесь, а

не будете учиться
— потом пожалеете. В
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ПОБЕДИТЕЛИ КОНКУРСА «ЗАДАЧНИК «КВАНТА»

Поздравляем победителей этого конкурса за 1992 год.

Получили право участвбвоъ сразу в заключительных турах физико-матемотических олимпиод 1993 года:

Россия
по математике

Замятин Владимир — Киров. ФМЛ No 35, М кл..

Зеленое Сергей — Киров, ФМЛ№ 35,10 кл.(

Мапьков Кирилл — Киров, ФМЛ № 35,10 кн.,

Павловский Игорь - Омск, ФМШ№64, 11 кл.,

Топчий Аино - Омск. ФМШ Ne 64,11 кл..

ТройниковМихаиг -Ижевске ш No30, II <л.;

по физике
6**аровAnwcowp—Нижний Новгород, сш. N&82,1Ока,

"Ветров Андрей - Северодвинск, сш. № 11,11 кл.,

Ковалев Алексей — Киров,ФМЛ№35,11 кл..

Колосников Алексей — Воронеж, колледж Na 1,11 кл.,

Коотын Михаил — Тольятти, ЕГЛ,11 кл.,

Мегонтьев Повел — Старый Оскол, сш. № 16,11 кп..

Пикапов Алексей — Конош с.ш. № 64, II кл.,

Понкрдтов вг ...имир — Сгс, ъй Оскоп, с.ш. №16.10кл

Украина
по математике

Алексеенко Юрий — Киев, школа-лицей No 1*5, ? Г кп.,

Бурд Олег — Киев, шкого-лицей N& 145,11 кл.,

бойнер Борге — Киев, школо-лицей № 145,11 кл.г

Дудко Денис - Киев, с.ш №61,11 кл.,

Каробош Илья—Донецк, с.щ. No 17,10 кл.,

1иковский Владислов — Киев, с.ш. Nq 206, ? г mi.,

Bnoj^Knoe — Винница, ФМШТ Ne 17,11 кл.,

Турчин Евгений — Днепропетровск,с.ш. N&23,11 кл.; I
> физике

Алальков Дмитрий — Хорьков, с.ш. № 16,9 кл.,
зинАндэвй — Севастополь,гимназииN&),IIко., I

Жак Сергей - Тернополь, Ф.МГ№ 1,11 кл.,

Кнрилюк А>^ц>ей —Одесса, Ришепъевский пицей.11 кл.,

Слюсоренко Алексей —Киев, шкопа-лицей

№145,10кл.

1умоха Сергеи — Киев, сш.№206,10 кл.,

Якупов Реног — Кузнецова;, сш. No 1,11 кл.,

Ямченко Povoh — Кузнецове^ с.ш. № 1,11 кл.

Казахстан
поматематике

Порошенко Евгений — Алмо-Ата, РФМШ, 11 кл.,

Солодушкин Андрей — Степногорск, с.ш. N& 5, И кп ;

по фичмке
И»онов Боур — Алма-Ато, ФМЛ, 11 кл.,

Койчубоев Бажыт — Алмо-Ата, ФМЛ, 11 кл.,

Пфлюк Сергей — Алмо-Ата, ФМЛ, 11 кл.,

Ро-очев Николой — Алмо-Ата, ФМЛ, 11 кл.

Узбекистан

по математик»

Ссбиров Зариф —с.ш. Na 45 Хозорослского р-но

ХоэезА*ской обл., 11 кл.;

по физик*
Аллоберганов Мурод—Ургенч. ФХМШ, 11 кл.,

Исмоилов Шукурулло — Ургенч, сш. N& 20,11 кл.,

Нурматов Кудрот — Номокган, сш. No 7, Ю кл.

Беларусь

по физике
Серафимович Андрей — Борисов, гимназия No 1,
ll 1 кг.,

яВащилкоАлександр—Ьороноътъ, школа-лицей No

22,11 кл.

Азербайджан

ло математике

Ахмедов Анор — Боку, сш. No 58, М кл.

Литва

по фм*ик*
Лозауасос Римонтас — Вильнюс, лицей технически)

ноук, 11 кя.

Высоких результатов врешении задамсЗадочника *Квонта»добились также следующиешкольники(в этот список
вошлипобедители конкурса, имеющие право участвовать сразув заключительных турах олимпиад как призеры

прошлогодних олимпиад, учащиеся школи городов, выставляющихсвоисобствеиныекоманды а также те, ктоне

вошли в пеовый список из-за ограниченности числа предоставленных нам мест):

по математике

БурыкиноНаголья — Киез,школо-гицейЫ» 145, П кл.,ГолыкскийАлександр-Москва,С/НЦМГУ, 10кл.в
Левин Петр — Москва, с.ш. № 50Э, ?) кл.г Насыпанный Богдан — Гайворон, с.ш. № 5,11 кл.,

Соприкин Сергей — Одессо Ришельевсхий лицей, 11 кл.. Шныр Андрей — Львов, ФМЛ, 11 кл.,

Яковлев Еыений—Алмо-Ата, РФМШ, 11 кл.;

пофимке
Грощенко Сергей — Барнаул, школа-гимнозия № 123,10 кл., Левин Петр — Мосхво, с.ш. No 503,11 кл,,

Мотусевич Владислав — Минск, гимназия Nq 1, 10 кл., Мушик водим — Кузнецове*, сш. Nto), Р *я.,

Отоженов Химидулпо - Ургенч, с.ш. № 20,) I кл., Синицын Николой - Минск, МССШ при БГУ, 10 кл.,

СмирновДмитрий — Кузнецове*, сш. №1,9 кл., Колкое Руслан - Сторый Оскал, сш.№ 16,10 кл.,
Химич Максим — Кузнецове*, с.ш. No 1,10 кл., Ширяев Ивон — Кузнецовск, сш. No 1,9 кл.,

Шпыркс Олег — Киев, cms. № 206, \ 1 кл.



ЗАДАЧИ ПО МАТЕМАТИКЕ И ФИЗИКЕ
Этотраздел, ведетсяу нас из

номера в номер с момента осно-

основания журнала. Публикуемые в

нем задачи нестандартны, но

для ихрешения не требуется
знаний, выходящих ларамки

школьной программы. Наиболее

трудные задачи отмечаются

звездочкой. После формулировки
ъадани мы обычно указываем,

ю?го нам ее предложил. Раууме-
еттигл не все юш ладони публику-

публикуются впервые.
Решения задач из этою номера

следует отправлять не п&здиес

1 ноября 199 3 года по адресу.
ЮЗО06, Москва. К-6, ул. 1-я

Тбсрсхая-Ямская, 2/1, «Квант».

Решения задан шразных номе-

номеров журнала или по разным

предметам (матема}пике и фи-
физике) присылайте вразных кон-

конвертах* На конверте в графе

*Кому* напишите: *3адачник

•Кванта» № 3/4 — 93» и номе-

номера задач, решения которых вы

посылаете, например *М1386»

или «Ф13УЗ». В графе ¦... адрес
отправителя» фамилию и имя

просим писать разборчиво. В

письмо вложшпе конверт с на-

написанным на нем вашим адре-

адресом и необходимый наборлырок
(вэтом конверте вы получите

1>аультаты проверкирешенгшХ
Условия каждой оршинальной

задачи, предлагаемой д\я публи-
Katjuu, присылайте в отдельном

конверте вдвух экземплярах
вместе с вашимрешением зтой

задачи (на конверте пометьте:
«Задачник *К6анта». новая зада-

задача по физике* или *3адачних

«Кванта», новая задача по ма~

пкматике»).
В начале каждого письма просим

указывать номер юколы и класс,

вкотором выучитесь.

Задачи М1386 — ,М 1390 предла-
предлагались на Санкт-Петербургской

ма?ти'мятг*ческой олимпиаде

ЗАДАЧИ М1386 - М1390

М1386. Клетки квадрата 7x7 раскрашены в два цвета.

Докажите, что найдется по крайней мере 21 прямоу-

прямоугольник с вершинами в центрах клеток одного цвета и со

сторонами, параллельными сторонам квадрата.

И.Рубанов

М1387. Окружность, вписанная в угол с вершиной О,
касается его сторон в точках А и В. Луч ОЛ пересекает

эту окружность в двух точках С и D так, что

0С= CD = 1. Если М — точка пересечения луча ОХ и

отрезка ABt то чему равна длина отрезка ОМ?

А-Фомин

М1388. Даны различные квадратные трехчлены Дх) и

g(x)f старшие коэффициенты которых равны единице.

Известно, что /A) + /A0) + /A00) =
= #A) + #(Ю) + #A00). При каких х выполнено

равенство f(x) — g(x) ?

А.Перлин

М1389. Во взводе национальной гвардии служат сержан-
сержанты и рядовые, причем каждый рядовой подчинен одному

или двум сержантам. Докажите, что можно уволить в

запас не более половины взвода так, что каждым остав-

оставшимся рядовым будет командовать ровно один сержант.

КПерхин

Л41390*. На плоскости расположены несколько единич-

единичных кругов. Верно ли, что всегда .можно отметить не-

несколько точек так, что внутри каждого круга будет нахо-

находиться ровно одна отмеченная точка?

Дфолшн
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ЗАДАЧИ Ф1393 - Ф1397

Ф1393. Оцените минимальный размер округлого астерои-

астероида, который не сможет покинуть космонавт, подпрыгнув

изо всех сил.

Г.Меледин

Ф1394. Наливая в стакан молоко, вы пролили часть его на

клеенку и обнаружили, что под слоем молока еле заметен

рисунок клеенки. Полагая, что молоко представляет собой

взвесь маленьких шарикоп жирл в воде, оцените р«п.мер

этих шариков.

П.Зубков

Ф1395. На расстоянии Rot заряда f-Q расположен шарик
массой М, на котором сосредоточен заряд —Q. Система

помещена п олно1х>д}1ое магнитное поле, линии магнит-

магнитной индукции КОТО1ЮГО перпендикулярны отрезку, соеди-

соединяющему заряды. После того как шарик отпустили, он

начал двигаться, причем минимальное расстояние между

ним и неподвижным зарядом составило R/2. Определите

величину индукции магнитного ноля.

ХОстровский

Ф1396. Какой ток покажет амперметр в цепи, изображен-
изображенной на рисунке, если число витков во вгоричнои обмотке

трансформатора в два раза больше, чем в первичной? Счи-
Считайте, что обмотки содержат очень много витков и намота-

намотаны на тороидальный сердечник из материала с большой

магнитной проницаемостью. Рассеяние магнитного поток-i

пренебрежимо мало, сопротивление обмоток постоянному

току равно нулю. Амперметр — идеальный.

З.Рафаилов

Ф1397. Цилиндр радиусом R= 5 см составлен из двух оди-

одинаковых полуцилиндров, изготовленных из стекла с коэф-

коэффициентом преломления п= 2. Полуцилиндры соприкаса-

соприкасаются своими плоскими поверхностями. Не отрывая плос-

плоскостей друг отдруга, один из полуцилиндров поворачивают

так, что угол между осевыми линиями половинок составля-

составляет 90°. Тонкий параллельный световой пучок направляют

снаружи на выпуклую поверхность одного из полуцилинд-

полуцилиндров перпендикулярно плоскости соприкосновения полопи-

1ЮК, причем продолжение пучка проходит через точку пе-

пересечения осей. Каким будет пучок на выходе ил стекла? Во

сколько раз увеличится его площадь поперечного сечения

ни расстоянии/= ] мотсистемы?

А,3илъбермап
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ М1344, М1361 -М1365, ФТ373-Ф1377

М1344.1 Том Сойер кра-

красит забор, состоягций из

бесконечной последова-

последовательности прямоуголь-

прямоугольных досок разной ширины
и высоты. Каждая доска

на 1%уже% нем предыду-
предыдущая* и выше нее, но не

выше

2 м. Том начинает с

первой доски и затем,

если доска выше предыду-
предыдущей более чем на 2%у

красит ее, а в противном
случае

—

пропускает.

Может ли забор быть

таким, что он покрасит

не менее: а) 40%, б) 50%,

в) 60% площади забора?

Пусть ак— высота, Ьп — ширина гс-й доски; п = 1,2,...

Положим

q = 0,99, р = 1/@,99 ¦ 1,02) = 1/1,0098.
По условию, Ь^= 6,9я, ап

< 2; доска будет окрашена, если

отношение площади предшествующей доски к ее площа-

площади меньше р.

Заметим, что несмотря на бесконечность количества

досок, длина и площадь забора конечны: его длина равна

сумме бесконечно убывающей прогрессии

Ь,0+*+...+*-+...) »Ь,/0-*).
а площадь не превосходит 2^/A -?)-
Мы не только ответим на вопрос задачи, но и найдем

точную оценку сверху доли окрашенной площади забора.
Пусть забор такрв, что первые N досок окрашены, а за

ними идут неокрашенные доски высотой а^— а, N ~

достаточно большое число (см. рисунок). Площадь

неокрашенных досок равна

D = a(q+q2+...) = aq/(l-q),
а площадь окрашенных может быть сколь угодно близка к

Поскольку
С

_ \-q
=
0.01-0.99-1.02

=
1,02

=

51

D (}-p)q
"

0,0098-0,99
"

0,98 49'

этот пример показывает, что доля окрашенных досок

может составлять почти 51% (и быть сколь угодно

близкой к этому числу); нетрудно видеть, что эта доля

может быть и любым меньшим числом.

Докажем, что она не может быть равной или большей

51%.
Обозначим через S общую площадь забора, С — площадь

окрашенных досок, D= $— С — площадь неокрашен-

неокрашенных. Будем называть отмеченными доски, предшествую-

предшествующие неокрашенным.

Пусть п-я доска отмечена; тогда {п + 1 )-я не окрашена, и

Поэтому общая площадь отмеченных досок не больше

D/q.
Пусть теперь n-я доска не отмечена; тогда (и + 1)-я ок-

окрашен и и

Поэтому площадь всех неотмеченных досок не превосхо-

'
Срок решения этой задачи был. продлен до I декабря 1992 года,

ее решение мы публикуем только сейчас.



ЗАДАЧИ К К А И Т А

М1361. Из вершины С пря-

прямого угла прямоугольного

треугольника ABC проведе-
проведена высота CD и 6 треу-

треугольники ACD и BCD вписа-

вписаны окружности с центра-

центрами PuQ. Общая внешняя

касательная к этим ок-

ружностям пересекает

стороны АС и ВС соответ-

соответственно в точках Ми N, а

высоту CD — в точке К.

Лркажите, что а) треу-
треугольники CMN и ABC подо-

подобны; б) точки С М, N, Р ы-

Q лежат на одной окруж-

окружности с центром К, радиус

которой равен радиусу
вписанной окружности

треугольника ABC.

ант рС. Складывая площади всех — отмеченных и не

отмеченных — досок, получим:

S =pC + D/q,
откуда, заменив S на С+ D, получим

C(l-p)<O(l/f -1)= 0A-?)/?, т.е.

С
^ \-q Sl_

D
'

q(l-p) 49"

Итак, ответы на вопросы а) и б) задачи положительны,

на вопрос в) — отрицателен.

АЛргиорян

Рассмотрим четырехугольник KPDQ (см. рисунок). Так

как КР и KQ — биссектрисы смежных углоп, то

ZPKQ =90°. Точно так же ZPDQ =90°. Значит, вер-

вершины четырех-

четырехугольника KPDQ лежат на окружности с диаметром PQ, и

ZKPQ = ZKDQ = 45°. Отсюда следует, что треугольник

KPQ — равнобедренный.
Треугольники ACD и BCD подобны с коэффициентом
АС/ВС, поэтому

OP
_ ?j_ _ AC

DQ
~

гг~ ВС
'

Следовательно, прямоугольный треугольник DPQ подобен

треугольнику ABC и ZQPD = ZA. Обозначим этегг угол

через ct.

Теперь легко показать, что все углы, отмеченные на ри-

рисунке одной дугой, равны а: из подобия треугольников ABC

и BCD следует, что ZBCD = ZA = а; по свойству вписан-

вписанных углов ZQKD = а; значит, KQII ВС (аналогично,

КР \\ ВС). Теперь ясно, что ZCMN = ZQKD = а. Полу-
Полученный результат позволяет сделать следующие выводы:

1) треугольникиCMN и ABC подобны;

2) СК=КМ= KN.

Кроме того, СК= KQt так как KQ \\ АС и CQ — биссектриса
угла -ACD. Следовательно, точки С, М, Nt Р, и Qлежат на ок-

окружности с центром К. Вычислим радиус этой окружности.

Из треугольника OPQ по теореме Пифагора имеем

PQ =^2(Г1г+г22).
Ног, +ггл = г

(сумма квадратов любых соответствующих друг другу

отрезков треугольников ACD и CBD равна квадрату

соответствующего им отрезка треугольника ABC
— ведь

они ему подобны, причем сумма квадратов коэффициен-
коэффициентов подобия равна 1). Отсюда получаем

PQ =rfl иКР= KQ=r.
Э.Готлсан
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ЗА1АЧНИКК

M1362. Докажите, что

если натуральное число а

взаимно просто с 10. то

для любого М найдется п,

для которого сумма цифр
числа 0я больше М. (други-

(другими словами, сумма цифр
числа а" не ограничена).

М1363. Можно ли п раз

рассадить 2п + 1 человек

за круглым столом так,

чтобы никакие двое не си-

сидели рядом более 1 рана,

если а) п= 5? б) п= 4? в)

п — произвольное нату-
натуральное число?

Предварительно докажем такую полезную лемму: если

Ьис взаимно простые целые числа, то существует
такое натуральное число mt что Ь1П — 1 делится на с.

Разделим на г с остатком последовательные степени Ь:

и т.д.; здесь 0 < гр < с, i = 1, 2,..,, с.

Так как количество остатков равно с и 0 < г < с, то

существуют два равных остатка; пусть r^
=

rk ?tn, тогда

bk+rn -bk = bk(bm - I) делится на с. Но поскольку Ь и с

взаимно просты, значит, If1— l делится на с.

Перейдем к решению задачи. Предположим противное,

т.е. что найдется такое число а, взаимно простое с 10, что

сумма цифр числа d" (при всех п) ограничена. Тогда

существует такое натуральное число N, что сумма цифр
числа а*1 принимает наибольшее значение при п~ N.

(Если таких п больше одного, в качестве N возьмем на-

наименьшее из них.) Пусть а** есть А-значное число. Пос-

Поскольку л и 10 взаимно просты, по лемме существует

такое натуральное число т, что ат -1 - 10* • Q.
Тогда

или

Из последнего равенства следует, что сумма цифр числа

аы-\ т больше, чем сумма цифр числа «г4. Противоречие.

С.Керопян

Ответ: можно.

а) На рисунке 1, а — д показано, как можно требуемым
образом 5 раз рассадить 11 человек, занумерованных

числами 1,2,...,И- Аля Jt-го (Jc= 1,...,И) человека соседом

слева при г-ом (г— 1,..-,5) рассаживании является человек

с номером к + г (если Я-1"? 11) или с номером к+ г
—

11 (если к + i> 11). Такой способ рассаживания не

проходит, однако, п случае, когда число 2п + 1 составное.
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6), в). Множество всех сторон и диагоналей выпуклого Ъг-

угольинка можно представить как объединение п ломаных

таких, что каждая из них проходит через все In вершин и

никакие две ломаные не имеют общих звеньев. (I hi языке

теории графов этот факт звучит так: полный 2?г-пер|пин
ный граф распадается па п гамильтоновмх цепей.)
Для л = 4 четыре такие ломаные показаны па рисунке 2. а

— г. Их мы и используем в качестве схем для рассажива-

рассаживаний 9 человек за круглым столом. Так, при первом расса-

рассаживании слева от номера 1 расположим последовательно

номера 2, 8, 3, 7, 4,6, 5 (согласно рисунку 2, **)• я номер 9

поместим между 5 и 1. Аналогично проводятся второе,

третье и четвертое рассаживания согласно рисункам 2, (>, в

8 1 8 1

М1364. Пусть

Докажите неравенства

+ 4с* +а)

б) л3

U 9 27j

т\х\[х;у\ — на-

наименьшее из чисел xt у).

и г соответственно; номер 9 всякий раз помещается между

номерами, стоящими на концах соотпетствуюп|ей лома-

ломаной. Пусть теперь п — произвольное натуральное число и

А1Аг..Агп — правильный 2?7-угольник. Можно считать, что

1-я (i= 1,...F н) ломаная включает в себя сторону АА+1,
все параллельные ей диагонали, сто]х>ну Ач + |Ли+|._ j

(А2 А при I— 7?) и все диагонали, перпендикулярные

прямой АЛд^ г
Эти ломаные и задают схемы нухеных нам

л рассаживаний (человека с номером 2л 4- 1 всякий раз

будем сажать между людьми с номерами /и/|+ г).

С.Токарев

Поскольку неравенство пункта а) получается ив общего

неравенства пункта б) при d = 15/4 , приведем решение

пункта в).
Множество точек пространства, координаты (л. Ь, с)

которых неотрицательны и и + h + с= I, — треуголь-

треугольник ABC с вершинами А — A,0,0), В = @,1,0),
С= @Д1) (см. рисунок).

Пусть fd (a9b ,c ) = а* + b? + с3 + а?о*.

Зафиксируем одну из координат (например, положим,

что с = <:0) и рассмотрим значения этой функции на

OTjie:jKc EF, параллельном стороне АЛ треугольника ABC.

Поскольку а + Ь = 1 — с, для точек этого отрезка
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Раскрывая скобки в последнем равенстве, получим

fd(a>l-a- го,со) = 1саг +Ia + m=g (a),

где kt l9 m как-то выражаются через с0 и J, причем

где п — длина отрезка EF.

Кроме того, из очевидного равенства

следует, что

M1365. Каждая грань

выпуклого многогранника
—

многоугольник с чет-

четным числом сторон.

Обязательно ли его ребра
можно раскрасить в два

цвета так, чтобы у любой

грани было поровну ребер
разных цветов?

Отсюда получаем, что абсцисса вершины квадратного

трехчлена ^(й) равна —jm.
2v2

Таким образом, минимум функции fd{atbx) достигает-

достигается, причем он может достигаться лишь в следующих точ-

точках: для каждого отрезка, проведенного через точку X

параллельно любой из сторон треугольника ЛВС, концы Y

и Z которого лежат на двух других сторонах этого треу-

треугольника, точка X совпадает либо с серединой отрезка YZ,

либо с одним из его концов. Очевидно, этим свойством

обладают лишь семь точек: вершины треугольника ЛВС.

середины его сторон и его центр. Но

fd A.0,0) = //0,1,0) = //0,0,1) = 1,

г'г' 4'

11 V\-L A.
ъ'Ъ'Ъ)~9+11'

Отсюда следует неравенство задачи.

В.Сендеров

Ответ: нет.

Пусть М — многогранник, ребра которого покрашены

требуемым образом. Докажем, что число ребер у М

четно. В самом деле, если г-м (f — 1, 2) цветом покраше-
покрашено xf ребер, то суммарное (по всем граням) число сторон

этого цвета равно 2.x. (поскольку каждое ребро служит

стороной ровно двум граням). А так как у каждой грани

сторон разных цветов поровну, то 2ху
~

2х2, т,е.хг
=

хг и

общее число ребер х1 + х2 четно.

Ответ на вопрос задачи отрицательный, поскольку мож-

можно привести пример многогранника, чпело сторон каж-
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дой грани которого четно, а общее число ]>ебер нечетно.

На рисунке показан девятигранник, имеющий 19 ребер
и ограниченный одной шестиугольной и восемью четы-

четырехугольными гранями. (Такой девятигранник подучит-

подучится, если от шестиугольной призмы отсечь две части,

расположенные «выше* плоскостей, проходящих черен

одну из больших диагоналей верхнего основания и пере-

пересекающих потри боковые грани.)
С.Токарев

Ф1373. Однородная длин-

длинная пружина состоит из

большого числа одиноко*

вых витков и имеет в

недеформированмом
состоянии длину L Пру-
Пружину поставили верти-
вертикально внутрь высокого

цилиндра с гладкими

стенками, при этом

Элина пружины уменьши-
уменьшилась в два раза. Затем в

цилиндр налили воду до

уровня, равною L/2. Какой

стала длина пружины в

этом случ11е? Плотность

материала пружины р,

плотность воды р0.

Пусть пружина состоит из N витков (по условию
N ^> 1). Рассмотрим вначале сжатие пружины иод

действием собственного веса в отсутствие воды. 11л

виток номер/ (считая сверху) давят верхние j
— 1

витков. Изменение его длины определяется силой

М? О ~ 1)/N , где М
— масса пружины, и жесткостью

этого витка — она в N раз больше жесткости k всей

пружины. Суммарное «укорочение» пружины равно

сумме изменений длин ее витков:

N

/-¦

откуда получаем

%/* = I-

Теперь рассмотрим случай, когда вода доходит до уров-

уровня L/2. Если при этом под водой оказались п витков, то

N — п витков будут торчать из воды. Будем искать вели-

величину njN. Мы можем записать нагрузку для каждого из

подводных витков, найти изменение его длины, просум-

просуммировать эти изменения и приравнять сумму к величи-

величине Ln/N - L/2 (это разность между длиной п витков в

недеформированном состоянии и в конечном результа-

результате). Euje нужно учесть, что витки, которые погружены п

воду, за счет действия на них силы Архимеда весят

меньше — такой виток давит на нижние силой

Итак, сила, сжимакмцая виток номер i + 1 (считая вниз

от границы воды), равна

F( =%(N -n)/N +aA%f/N-
а сумма изменений длин подводных витков —
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- п

i=O

Ф1374. Ма сосуда объемом

V= 0,5 л каждый соедине-

соединены верпикальной стеклян-

стеклянной трубкой сечением

S= 1смг (рис. 1). Трубка
перекрыта подвижным

поршнем-магнитом мас-

массой т = 2,0 г, который мо-

может двигаться вдоль труб-
трубки без трения. При помощи

катушек, подключенных к

генеразпору переменного

напряжения, возбуждают
колебания поршня вдоль

трубки. Нарисунке.2 приве-
приведена экспериментально по-

полученная зависимоапь ам-

амплитуды установившихся
колебаний поршня от час-

частоты приложенного пере-

переменного напряжения. Опре-
Определите по этим данным

отношение молярных ?пеп-

лоемкоапей С
р /Cv для

воздуха.
В первом опыте вентиль

наверху бык закрыт. При
какой частоте наступшп

2/BkN г) = l(n/N -1/2).

Вводя обозначение n/N = л: и используя соотношение

Mgfk = L, получим относительно х уравнение

откуда

л* = l/V2 - а.

Теперь уже легко получить длину всей пружины, приба-
лив к длине L/2 подводной, се части длину деформиро-
деформированных N — ?1 витков надводной части:

V = L/2 + 1,A - х) -1 A - хI/2 = L(l - xz/2).
или

L' = LC-2a)/BB-a)I где a = (р- ро)/р.
С.Кротов

Для решения этой задачи нужно воспользоваться урав-

уравнением адиабаты, связывающим давление и объем газа

соотношением

pV
* = const,

где у = Cp/Cv — отношение молярных теплосмкостей

газа при изобарном и изохорном процессах соответ-

соответственно. Отсюда для малых изменений давления и

объема получаем

При малом смещении поршня давление в одном сосуде

увеличивается, а в другом уменьшается. Начальные

объемы сосудов одинаковы, давления в них практически

тоже были одинаковыми (чтобы уравновесить поршень,

нужна совсем небольшая — по сравнению с начальным

давлением — добавка). Тогда полную силу, действую-
шую на поршень при его малом смещении л:, можно

записать в виде

F = 2Д/Я = -2yp0SxSfV = -2ypQS2 x/V.
Эта «возвращающая* сила пропорциональна смещению

поршня от положения равновесия
— значит, поршень

будет колебаться по гармоническому закону (глядя до

довольно острую резонансную кривую, можно предпо-

предположить, что затухание колебаний получается небольшим

и его влиянием на частоту резонанса можно прене-

пренебречь). Тогда для резонансной частоты колебаний полу-

получаем

откуда
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максимум при открытом

вентиле? Оцетипе ампли-

амплитуду колебаний поришя в

этом случае на частоте fQ.
Давление воздуха р0

= 1а?пм.

Впепмле

Мавшт Щ | К яешрагкзру

Рисунок I

Ф1375*. Пленка при

температуре tf
= + 50 ° С

имеет коэффициент
поверхностного натяже-

натяжения О,
= 0.020 И/м. После

увеличения темперагпуры

dotz=+51°C коэффици-
коэффициент, поверхностного

натяжения падает до

О2= 0.0195Н/м. Будем
медленно растягивать

пленку так. чтобы ее

температура оставалась

постоянной. Поглощает

пленкл при этом тепло т

окружающей среды или,

наоборот, отдает его?

Оцените количественно

этот теплообмен при

растяжении пленки от

3 Ki*h- 3—4

Это вполне соответствует теоретическому значению для

двухатомного газа у = 7/5 = 1,4.

Если открыть вентиль в одном из сосудов, давление в нем

.меняться не будет и величина возвращающей силы

уменьшится в 2 раза. При этом частота резонанса умень-

уменьшится в V2 раз и составит f **6 Гц.

Амплитуду колебаний на частоте /0 = 8,5 Гц в новых

условиях можно оценить потому же графику (см, рис.

2), если сместиться от резонанса на

А/= (/о-Л/о//-3.5 Гц.
Амплитуда — судя по графику — будет совсем малой.

А.Зилъберман

Из энергетического балансл следует, что при растяжении

пленка должна отнимать тепло у окружающей среды
—

без теплообмена она при растяжении остывает. Для

расчетов используем следующий метод. Проведелг с

нашей пленкой замкнутый процесс, причем растягивать

ее мы будем изотермически при температуре Тм = 324 К

(это +51
° С ), а сжиматься она будет тоже изотерми-

изотермически при температуре Тх = 323 К. Переход от одной

температуры к другой будем производить без теплообме-

теплообмена с окружающей средой, т.е. адиабатически. Получив-
Получившийся цикл — это просто цикл Карно, формула его

КПД хорошо известна:

П = А/<2М=(Т11-Т,)/Т„.
Этой формулой мы и воспользуемся для расчета получен-

полученного количества теплоты, поскольку работу в цикле мы

найти сумеем. Такой способ определения тепловых

величин называется методом циклоп.

Для изображения цикла используем необычные оси —

по вертикальной оси будем откладывать коэффициент
поверхностного натяжения, который зависит от темпе-

температуры, а по горизонтальной оси отложим плопрдь
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St= lM2doS2= 1,

при температуре
+50°C.

Указание. Подумайте, как

применить тут формулу
для КПД цикла Карно.

Ф1376. При исследовании

«черного ящика» с тремя

выводами (рис. 1) были

измерены его сопротивле-
сопротивления: RMt = 300 Ом,

R^R^- ПОкОм. Что

можно сказать о схеме их

соединения и о величинах

их сопротивлений, осно-

основываясь на приведенных
результатах?

Какие измерения еще нуж-

нужно провес?пи> чтобы опре-

определить сопротивления ре-

резисторов в «ящике»? В ва-

вашем распоряжении бата-

батарейка напряжением 4,5 В и

авометр «Школьный».

t**cwo* г

пленки. Тогда площадь под кривой равна но величине

работе по растяжению пленки. В нашем случае изотер-

изотермическое растяжение изображается отрезком горизон-

горизонтальной прямой, а адиабатический процесс — малень-

маленьким отрезком, идущим примерно вертикально (впрочем,
это неважно — главное, что он совсем мал, поскольку

мало относительное изменение температуры:

ДТ/Т *= 1/323 ). Таким образом^ наш цикл представляет"
собой параллелограмм (см. рисунок).
При растяжении работа пленки отрицательна — это мы

совершаем над ней положительную работу, а при сжатии

ее работа положительна. Полная работа в таком цикле

равна площади под графиком, т,с. площади параллелог-

параллелограмма, длина основания которого ракша &$= S2~ Sl =

=0,5 м2, а высота — До
—

Ot
—

О2
= 0,0005 Н/м. Теперь

можно найти полученное при растяжении пленки коли-

количество теплоты:

Q =АТн/(Тн-Тя) = (ДаД5)Тн/(Тн-Тж) =

= 0,08 Лж.
АЗплъберман

По данным измерений можно предложить множество

схем. Если ограничиться простейшими (а они содержат

именно три резистора — меньше не получится), то у нас

есть выбор между двумя эквивалентными схемами —

«треугольником» и <tзвездой» (рис. 2).
В схеме а) сопротивление резистора, включенного между

точками А и Б, составляет примерно 300 Ом, а про /^ и

/^ известно, что при параллельном соединении они дают

^ 120 кОм (там есть еще сопротивление 300 Ом, но его

влияние несущественно). Про схему б) известно, что к

точке В подключен резистор сопротивлением 120 кОм, а

про гх и г2 мы знаем лишь, что их сумма составляет

300 Ом. Больше мы не можем сказать ничего — тех дан-

данных, которые приведены в условии задачи, недостаточно.

Для того чтобы найти величины сопротивлений всех

резисторов, нужно провести дополнительные измерения.

Лучше всего поступить так: между точками А и Б под-

подключить батарейку, а вольтметром измерить напряжение

между точкамии А и В, а также Б и В. При этом отноше-

отношение показаний вольтметра будет равно отношению со-

сопротивлений, величины которых мы хотим определить.

Очень интересно» что этот результат не зависит от вели-

величины сопротивления вольтметра — попробуйте доказать

это самостоятельно. Поэтому вместо вольтметра можно

использовать микроамперметр
— подключить авометр

как микроамнерметр на самом чувствительном пределе,
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300 О*

Ф1377. Дал исследования

резонанса собрана схема,

показанная на рисунке.

При какой частоте гене-

ротора вольтметр дае?п

максимальные показания?

Чему равно это макси-

максимальное напряжение, если

амплитуда напряжения

генератора Ц,— 1 В? Как

изменятся максимальные

показания вольтметра
при уменьшении сопро-

сопротивления г от I кОм до

100 Ом? Все элементны

схемы можно считать

идеальными.

1=10 лОк

при этом точность измерений окажется выше, а большие

сопротивления внутри «ящика» ограничат величину тока

до безопасных для микроамперметра пределов.

А.3ильберман

Для существенного упрощения вычислений удобно
генератор переменного напряжения и два подключенных

к нему резистора заменить так называемым эквивалент-

эквивалентным источником с амплитудой выходного напряжения

Um = Uor/(R + г) и внутренним сопротивлением

Z — Kr/(R + г). (Эквивалентность такой замены попро-

попробуйте доказать самостоятельно.)
Теперь схема получилась совсем простой, и амплитуду

напряжения на конденсаторе можно легко записать:

Исследуем полученную функцию частоты <0 на макси-

максимум. Для этого рассмотрим знаменатель, а лучше
—

квадрат знаменателя, и выясним» при каком значении со

он минимален. Приравняем нулю его производную по

частоте:

2<oCV + 4o>3tV - 4wtC = 0,

откуда найдем

(о2 = l/(LC)- Z2/BL2) = «ft- Z1 C/BL)).
Видно, что при R= 2 кОм nr= \ кОм Z= 667 кОм и

под корнем стоит отрицательная величина. Это значит,

что функция не имеет максимумов и минимумов при

0> >0 и максимальное напряжение вольтметра получает-

получается либо на очень высокой, либо на совсем низкой часто-

частоте. В нашем первом случае ясно, что максимум будет на

нулевой частоте и вольтметр будет показывать 0,33 В

(если он сможет нормально функционировать при изме-

измерениях на очень низких частотах). Во втором случае

показания будут максимальными на частоте 0> = 0,95 <00,

где соо = I/VIC , и составят примерно0,15 В.

З.Рафаилов
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По всей вероятности > некоторые из вас

удивятся (и даже возмутятся) при виде та-

таких равенств: 2-2= 1,2-5 = 3, 3-2 = 0 и

т.д.

Однако ничего загадочного (и тем более

неверного) в них нет. Дело в том, что зна-

знаки умножения и равснствй означают здесь

не совсем то, чему учат в школе.

Арифметика цифр
Начнем с примера. Рассмотрим цифры

0, 1,„., 9. Суммой (произведением) двух

цифр назовем последнюю цифру их сум-

суммы (произведения). Тогда

2+5 = 7, 7+6=3, 5+5 = 0,

7-7 = 9, 2-5 = 0, 8-8 = 4.

Такие арифметические действия ничуть

не хуже привычных вам сложения и умно-

умножения обычных целых чисел. В самом

деле, для любых цифр ау Ь и с очевидно

верны следующие свойства:

1. а+ Ь = Ь + а\

2.*+ (J+c)= (tf+fc) + c;

3. а+ 0 = а\

4. длялюбой цифры а существует цифра

(—а) такая, что а + {—а) = 0 (напри-

(например, -4 =6,- 5= 5,- 1-9);
5- аЬ = Ьа\

6. а(Ъс)= (ab)c;
7. al= a;

8. a(b+ с) - ab + ас.

Справедливость этих свойств немедлен-

немедленно следует из аналогичных свойств дейст-

действий над целыми числами. Сразу видно, что

цифры можно не только складывать, но и

вычитать, положив по определению, что

Например,
2- 7=2+ (-7)^2+ 3=5.
4-6=4+ (-6) ^=4+4=8

и т.д.

Рассматривая таблицы сложения и ум-

умножения для наших цифр (см. рисунок 1;

здесь в каждом пересечении строк и стол

n job стоят суммы (соответственно, про-

произведения) цифр» с которых эти строки и

столбцы начинаются), мы сразу замечаем

и резкое отличие «новой» арифметики от

старой. Произведение двух ненулевых

цифр может быть равнонулю! Q
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В таких случаях говорят, что в арифме-
арифметике имеются делители нуля, т.е. такие

числа а * О и b * О, что аЬ = О.

Упражнения
h Найдите последнюю цифру числа

а) 7™, б) г7 ,в)ъ™.

2. Докажите,что про-

произведение Эвух послед-

последних цифр квадрата це-

целого числа четно.

3. Решитев арифме-
арифметике цифр уравнение

Арифметика остатков

по модулю т

Построенная нами ариф-
арифметика цифр допускает ес-

естественное обобщение.

Пусть т > 1 — произ-

произвольное натуральное число.

Каждое целое число при

делении на т дает некото-

некоторый остаток, причем раз-

разных остатков ровно т\ это

числа

0,1.2 т.-1. Рисунок 2

В частности, цифры — это полный ком-

комплект остатков от деления на 10. (Заме-
(Заметим попутно, что остаток от деления на т

— последняя цифра числа, представленно-

представленного в m-ичной системе счисления.)

Введем на множестве ос-

остатков от деления на т

действия сложения и умно-

умножения так же, как мы это

делали раньше. Суммой

(соотпетственно, протве-

дением) двух остатков а и

Ь назовем остаток от деле-

деления на т обычной суммы

(произведения) чисел а и

Ъ.

Совершенно очевидно,

что все восемь свойств, от-

отмеченных нами для сложе-

сложения и умножения цифр,

справедливы и для дейст-

действий над остатками. Разуме-

Разумеется, в арифметике остат-

остатков есть и операция вычи-

вычитания, определяемая как и

раньше: а—b a+



А?ИФМС1ИКИ

Арифметику остатков от деления на т

(по модулю т) принято обозначать Zm.

На рисунке 2 приведены таблицы умно-
умножения для двух арифметик остатков: по

модулю 5 и по модулю 6 (поскольку во

всех арифметиках остатков свойства таб-

таблиц сложения одинаковы, их мы не при-

приводим). Видно, что в Z\ нет делителей

нуля, a n Z<> они есть. В чем же дело? По-

Понять это вам помогут следующие упраж-

упражнения.

Упражнения
4* Постройте таблицы умножения в

арифметиках остатков по модулям
7,8.9, 11. 12. 13.

5- Решите в этих арифметиках урав-
уравнения хг = 1 и xz = -1 и выясните, при

каких целых х числа х2-1 и х2 + 1 де-

делятся на соответствующгш модуль.

6. Рассмотритеарифметику остат-

остатков по модулю 100. Найдите все дели-

делители нуля в этой арифметике. Сколь-

Сколько их? Докажите, что если а не явля-

является делшпелем нуля, то а40 - I. (От-
(Отсюда следует, в частности, что если а

взаимно проапо с числом 100, то

а40 - 1 делится на 100.)

7. Докажите, что сумма

l + 2IW+...+1992I99S делится на 1993.

Арифметика остатков по простому

модулю

Пусть р — произвольное простое число.

Рассмотрим остатки от деления на р:

0,1,2,...,р-1.
Теорема I. Среди ненулевых остат-

остатков по простому модулю р пет. дели-

делителей нуля.

Доказательство. Предположим, что на-

найдутся два остатка по модулю р, а и Ь, та-

такие, что a*Qtb*0tHoab=0RZP*
Это значит, что число аЪ делится на pt

т.е. одно из чисел а и Ь делится на pt что

невозможно, поскольку 0 < а < рв

Q<b<p.
Множество всех ненулевых остатков в

ZP мы будем обозначать Z*.

Из теоремы 1 сразу следует, что если

ti^flc и й#0, то i =: с (убедитесь в

этом). Но тогда все элементы из Z*p вида

а, 2д,..., (р— 1)а

различны, и» следовательно, среди них есть

ровно один элемент, равный единице. Это

значит, что в Z* существует такой остаток

bt для которого

ab= 1.

Будем обозначать его а~л или Х/qvl на-

называть обратным к а элементом ZJ,.
Очевидно, что если для некоторых двух

остатков а и Ъ верно равенство а~х = Ъ~1,

то а = Ъ.

Итак, в арифметике остатков по про-

простому модулю существует операция деле-

деления на любой ненулевой элемент, пос-

поскольку можно положить а / b = ab для

всех Ъ Ф 0.

Упражнения
8, Докажите, что

а)[а-*У=а;

?) всякое уравнение ах = Ь, где а * О,

имеет единственный корень.

9. Докажите, что для любого простою

р число

(р- 1)!A+ 1/2+ 1/3 + ...+ 1/(р
— 1) делится на р.

Ю. Докажите, что в Zm обратный
элемент имеют те и только те ос-

остатки, которые не являются делите-

делителями нуля (т.е. остатки, взаимно

простые с ?п).

Теорема Вильсона

Арифметика остатков по простому мо-

модулю позволяет доказать такой критерий

простоты числа р:
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Теорема Вильсона. Число р просто тог-

тогда и только тогда, когда число

А = (р —1I +1 делится на р.

Доказательство. Пусть число р простое.

Докажем, что в этом случае А делится на

Р-

Для р — 2 утверждение очевидно. Для

р > 2 заметим, что каждый из остатков от

деления на р, не равный нулю, имеет об-

обратный, причем при а * 1 ид*/?
— 1 ос-

остатки а и а~х различны. В самом деле,

если а~1 = дтто д2 - 1 = (а-1Хл + 1) = 0.

Но числа а— 1 и д + 1не могут делиться

на р, поэтому такое равенство невозмож-

невозможно.

Таким образом» все остатки в произве-

произведении 1 ¦ 2-...-(/? — 1), кроме 1 и

(р "~ О» разбиваются на пары взаимно

обратных сомножителей, откуда

= 1 (р-1) = -1.

Итак, в Z р справедливо равенство

(р —1)!= —I, т.е. (/?— 1)!+ 1 делится на

Р-

Пусть теперь р
— составное, т.е. р

= kd.

Тогда (р — 1)! содержит среди сомножи-

сомножителей число d и имеет вид nd\ число nd +

I не делится на d и, следовательно, на р.

К сожалению, этот критерий простоты
— красивый, но непрактичный математи-

математический факт: для не слишком маленьких

чисел его очень трудно проверять. Так,

чтобы убедиться в простоте числа 1993,

пришлось бы вычислить 1992! + 1, а по-

потом еще и разделить на 1993.»

Упражнения

11 Докажите, что при р
= 4к + 1

уравнение хг +1 = 0 имеет корни в

ZP.
12. Докажите, что числа

а) 91! 1901!- I.

6)92! 1990!+ 1

делятся на 1993.

Периодичность степеней

Пусть а Ф 0 — остаток из Z*, где р
—

простое число. Что получится, если возво-

возводить а во всевозможные степени: вторую,

третью, четвертую и так далее до беско-

бесконечности?

Поскольку в ZJ, всего р
— 1 элементов,

то уже среди первых р членов последова-

последовательности а, а2, ..., ат, ... найдутся два

равных. Пусть это, например, йк ид';
k-i л

тогда а =1.

Итак, среди степеней остатка а есть

единица.

Пусть d — наименьший показатель сте-

степени такой, что ad = 1. Ясно, что d ф\у

все степени d, аг t ..., ad различны и

ak*d = ak для любого целого Jt, т.е. после-

последовательность степеней остатка а перио-

периодична (с периодом d).

Определение. Такое число d называется

порядком остатка а по модулю р и обоз-

обозначается dp(a).
Отметим некоторые важные свойства

порядков:

1- если dp{a) = d и йт = 1(тот делится

на d;
2. если dP{a) = w, m = Ы, то dp(a* ) = /;

4. еслиd/,(d) = ?«, dP(b)=nt то dP(ab)
является делителем наименьшего общего

кратного чисел тип;

5. еслиdp(a) — ?nf dp(b) = п и числа т и п

взаимно просты, то dр(аЬ) = тп.

Упражнения
13* Аркажите самостоятельно свой-

1

ства 2иЗ.

14, Докажите самостоятельно свой-

свойство 4 и убедитесь, что d (лЬ) не обя-

обязательно равен наименьшему общему

кратному тип.

Докажем свойство 1. Пусть ат - 1 и т

не делится на d, т.е. т = qd + г, 0 < г < d.

Тогда
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= ar.

По определению d — наименьший по-

показатель степени такой, что ad = 1. Но мы

нашли число г, меньшее d и обладающее
тем же свойством. Противоречие.

Приведем и доказательство свойства 5.

Пусть dp(ab) = d. Ясно, что d не превы-

превышает тп, поскольку

(ab)mi = (ап )п(Ьп )т = 1.

С другой стороны, так как (ab)d = 1, то

ad = (b~l )dt т.е. ad = bd (свойство 3). Но

тогда а1^ ~ Ь*^ — X, и nd делится на т

(свойство 1). Но т и п взаимно просты,

поэтому d делится па ш. Аналогичное рас-

рассуждение показывает, что d делится и на

м, т.е. d делится на тп* Но d не больше тп

и, следовательно, d= тп.

Порядок остатка а в Zp называется так-

также показателем, которому принадлежит

а по модулю р.

Упражнения
15. Найдите порядок остатка 2 в

16. Докажите,что

а) еслиА = а* +b4 +c* +d* делится на

5, то А делится и на 625;

б) еслиау + Ь*+ с5 делится на 7, то

abc делится на 7;

6) если аг+Ьг делится на 7, то оба

числа aub делятся на 7.

17. Скажите,что число 5гчИ +3Я*22"~|

делится на 19 при лх*6ом натуральном и.

Функция Эйлера

Пусть т — некоторое натуральное чис-

число. Рассмотрим множество всех остатков

от деления на ш, взаимно простых с тч т.е.

множество Ъ*т. Обозначим через ф(ш)

количество элементов в Z*m.
Функция ф(т). сопоставляющая каждо-

каждому натуральному числу т количество нату-

натуральных чисел, меньших т и взаимно про-

простых с ним, называется функцией Эйлера.
В частности, для любого njxKToro числа р

(почему?).
Теорема 2. Дгл любых взаимно про-

простых тип

ф(мп) = ф(т)<р(п)

(т.е. функция Эйлера мультиплика-

мультипликативна).

Аокаиипельство. Чтобы подсчитать ко-

количество чисел, меньших тп и взаимно

простых с tmi, расположим все числ;! от 1

до тп так, как показано ня рисунке 3. В

каждой строке получившейся таблицы

ровно ф(п) чисел, взаимно простых с и, а

в каждом столбце —

ровно ф(ш) чисел,

взаимно простых с т (почему?).
Поскольку т и п взаимно просты, любое

число в таблице взаимно просто с тп тог-

тогда и только тогда, когда оно взаимно про-

просто и с ш, и с и, т.е. когда оно стоит на пе-

РисунокЗ
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ресечении столбца с номером, взаимно

простым с п, и строки с номером, взаим-

взаимно простым с т. Очевидно, что таких чи-

чисел ровно столько» сколько клеток в пере-

пересечении ф(и) столбцов и ф(;п) строк, т.е.

ф(т)ф(я). Но ф(тл) равно количеству

таких чисел.

Итак, действительно, ф(шп) - ф(гп)ф(п).

Теперь мы можем вывести формулу для

вычисления ф(>и). Разложим т на про-

простые множители:

Тогда

ф(м)= ф(Л2*'-Р*') = Ф(Р?')...Ф(Р*').
но pbpz,..-,pj простые числа, поэтому

Для этого умножим каждый из элемен-

элементов Z*m на "а ; получим новую строчку

" 1) = Pi'd -~)Pald - ^>-

Например,

фB0) =20A—1/2)A-1/5> = 8.

Упражнения
18. Аокажите, что <р(я) четно при

п * 2.

Еще одно замечательное свойство функ-

функции Эйлера описывает

Теорема Эйлера. Если число а взаимно

просто с натуральным числом т, то

a9tn) _ i делится на т.

Доказательство. Выпишем в строчку

элементы из Z*m:

Поскольку а взаимно просто с mt ею ос-

остаток ~а от деления на т не равен нулю,

т.е. д € Zjj,- Если будет доказано, что

д f(m) = i в Z^. будет доказана и теорема

Эйлера.

Все остатки в ней различны (почему?),
следовательно, мы снова получили полный

комплект элементов из Z^,, возможно, в

другом порядке.

Перемножим их; тогда

Но произведение а 1&2'"аыт) взаимно

просто с w, поэтому полученное равенство

означает, что а*(т* - 1, что и требовалось
доказать.

Из теоремы Эйлера сразу следует

Малая теорема Ферма. Если р
— про-

простое число и число а не делится на р,

то а^1 - 1 делится на р.

Справедливость этого утверждения ста-

становится очевидной, если вспомнить, что

Замечание. Из теоремы Ферма и 1-го

свойства порядков вытекает, что dp(a) яв-

является делителем числа р
— 1 для любого

остатка а.

Упражнения

20. Скажите,что

а) 2131- 1 делится на 263;

б) 21"+1 делится на 3
я*1

и не делится

наЪп*г.

21. Докажите,что если х2+1 (х> 1)

делится на простое число р, то р
—

4*+ 1.

22. Аокажите,что существует веско-

нечю много простых чисел вида р =

4к+ 1.

23- При разложении рационального чис-

числа p/q {где q взаимно просто с 10, q>

р) в бесконечную периодическую дробь

получился период длиной ш. Аокажшпе,

что т — демапель числа ф(^).



kvantmccme.ru

КбОНГДЛЯМЛОдшИХШКОЛЬНИКО!

з дч

1/И.АкулиЧш Цена одного номера ежеме-

ежемесячного научно-популярного журнала рав-

равнялась 1 р, 10 к. и состояла из расходов на

гонорары, типографских и почтовых расхо-

расходов (прибыли журнал не приносил и не

приносит). Когда типографские расходы

возросли з 10 раз, а почтовые в 7 раз, цену

пришлось поднят!» до 7 р. 70 к. Затем, когда

типографские расходы возросли еще в 2,25

раза, а почтовые — на 80%, цену подписки

было решено не поднимать, а выпускать

журнал 1 раз в 2 месяца. Однако, когда

типографские расходы возросли еще в 2

раза» а почтовые — й 3 раза, цену пришлось

все-таки нодггять. Чему они стала равна?

2/Л.Мочалов. Впишите в клеточки все де-

десять цифр (от 0 до 9) так, чтобы выполня-

выполнялись указанные равенства.

Ъ/САзпецкий. В прямоугольном треуголь-

треугольнике высоте, опущенная на гипотенузу,

вчетверо меньше ее. Чему равны углы тре-

треугольника?

А/АМиконов. Заполните пустые клетки

кпадрата буквами Т, У, Ш, И, Л так, чтобы

в каждой строчке» каждом столбце и на

каждой из диагоналей все буквы встреча-

встречались но одному разу.

5/М.Гарднер, ИЛкулич. Слово «спор» со-

состоит из четырех букв, идущих последова-

последовательно в алфавите (о.н,р,с). Найдите слова

из двух, трех, четырех, пяти а шести букв,
также идущих последовательно в алфавите.

Лучшие решения будут опубликованы.
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ЗАДАЧИ НА

Вряд ли подобные задачи могут встретиться

на вступительных экзаменах или в кон-

контрольной работе, хотя они и не требуют
каких-то особых 5наний. Причина в том,

что все эти задачи нечестные: в них наме-

намеренно введены ложные следы, чтобы заста-

заставить решающего поскорее ступить на не-

неправильный путь и либо найти неверное

решение, либо сделать вывод об отсутствии

решения вообще. Между тем решения все-

таки имеются, и хотелось бы, чтобы чита-

читатель сумел их отыскать, пусть даже после

небольшой наводки. В связи с этим данная

статья приобрела трехглавый вид: глава 1-я

— условия и неправильные решения; глава

2-я — подсказки; глава 3-я — правильные

решения.

А теперь — в путь.

УСЛОВИЯ И НЕПРАВИЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Задача 1. Из спичек выложено следующее
числовое равенство:

Какое наименьшее число спичек надо пе-

реложшпь, чтобы оно оказалось верным?
Спички мож>ю ломать.

Если бы ломать спички запрещалось, то

решение было бы очевидным: перенести

одну спичку из левой части в правую, полу-

получив тем самым тождество 2=2 (разумеет-
(разумеется, в римских цифрах). Какой же кусочек (и
какой именно спички) следует отломить?

Сразу и не скажешь...

Задана 2* В одной из задач конкурса «Мате-

«Математика 6—8* приводилось число 1,5, кото-

которое в 4 раза меньше суммы своих цифр, и

предлагалось найти число, которое в 8 раз

меньше суммы своих цифр (ответ: 1,125).

Сугцествуе??1 ли *промежу?почное» число,

которое в 6 разменьше суммы своих цифр?

Пойдем тем же путем, что и при решении

упомянутой задачи конкурса (разумеется,
если читатель эту задачу решал). Запишем

искомое число в виде (х+ у), где х — целая

чдеть, а у
— дробная, т.е. О < у < 1 (ясно,

что целого числа, удовлетворяющего усло-

условию, не существует). Тогда сумма цифр

числа будет в 6 раз больше, т.е. Fх + 6у).
Так как сумма цифр — число заведомо

целое, то 6у — тоже целое число, и с учетом

ограничений 0 < у < 1 оно может равнять-

равняться 1, 2, 3, 4 или 5. Заметим, что если

6у= 1,2,4 или 5, то у записывается в виде

бесконечной периодической дроби, сумма

цифр которой также бесконечна. Остается

одна возможность: 6у= 3» т.е. у— 0,5, и

тогда число имеет вид (х + 0,5), а его сумма

цифр равна 6х + 3. С другой стороны, эта
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сумма наверняка не превышает х + 5, поэто-

поэтому бх + 3 ? х + 5,откудах ? 0,4,т.е.х=0.

Итак, единственное число, которое, возмож-

возможно, могло бы подойти — это0 + 0,5 = 0,5, но

оно не в 6, а в 10 раз меньше суммы своих

цифр! Поэтому таких чисел нет.

Но... стоп! Имеется же вполне законный

общепринятый способ записи периодичес-

периодических дробей с помощью конечного числа

цифр: период всего-навсего заключается в

скобки. Поэтому для четырех опрометчиво

отброшенных значений 6у получаем соот-

соответственно у
= 0,1F); 0,C); 0,F) и

0,8C). Уж здесь-то наверняка что-нибудь
обнаружится! Например, для первого значе-

значения сумма цифр равна 6х + 1, но при этом

она ие превышает х+1 + 6=х+7.

Поэтому 6х + 1 ? х + 7, и х ? 1,2, откуда х

= 0 или 1. Получилосьдва кандидата: 0,1 (б)
и 1,1F), но» к сожалению, ни один из них

не удовлетворяет условию. Не будем утом-

утомлять читателя перебором остальных значе-

значений, но и для них результат аналогичен

(можете убедиться). Итак, решения все-

таки нет?

Задача 3. Пассажир собирается проехать
на такси расстояние 4 км 180 м. Один

таксист требует оплшпу как обычна — по

счетчику, из расчета 6 рублей за посадку
плюс 6 рублей за каждый километр пробега.
Второй же требует оплату по спидомет-

спидометру, пи е. округляет пройденный путь в

большую сторону до целою числа кило-

километров, и за 1-й километр берет 1 рубль,
а за каждый последующий километр —

вдвое больше, чем за предыдущий. В какое

такси выгоднее садиться?

Вот здесь-то все совершенно ясно. Пер-
Первый таксист, очевидно, возьмет за проезд

6 + 6 - 4Р18 = 31,08- 31 р. 8 к., а второй —

1 + 2 + 4 + 8 + 16 = 31 р., т. е. садиться

во второе такси выгоднее аж на 8 копеек! Не

ахти какие деньги, но дело-то не в копейках,
а в принципе

Итак, решение получено. Только оно не-

неверное-

Задана 4. Сколько слонов и верблюдов
содержатся в зоопарке, если всего у них 22

губы ив 8 раз больше горбов, чем хоботов?

Пусть в .зоопарке С слонов и В верблюдов.
Тогда, очевидно, у них С хоботов, 2В горбов
и 2(С+В) губ. В итоге получаем систему

уравнений: 2В= 8С; 2(С4-В) = 22, откуда
С— 2,2 и В= 8,8, что больше напоминает

мясокомбинат, нежели зоопарк.

Однако здесь хитрость, кажется, заметна.

Обязательно ли все верблюды двугорбые?
Конечно, нет: бывают и одногорбые, и даже

вообще безгорбые. Поэтому о числе горбов
можно лишь сказать, что оно не превышает

2В, вследствие чего получаем систему из

одного неравенства и одного уравнения:

2BS8C; 2(С + В) = 22, или В?4С;

С+В=11. Если С?3, то В2 12 и

С+ В ? 15. Поэтому С = 1 или 2, и со-

соответственно В =10 или 9. Итак, получено

целых два ответа: 1 слон + 10 верблюдов и

2 слона + 9 верблюдов. Какой же из них

верен? \

Оказывается, ни тот, ни другой.

Задача 5. Для разнообразия — стишок:

Кожина березок, дюжина дубов,
/Кожина тарелок, дюжина грибов,

/Кожина мартышек, дюжина детей,

/Кожина драконов, дюжина чертей,
Кожина балконов, дюжина мостов

И двенадцать дюжин розовых кустов.
А теперь вам надо точно подсчитать:

Сумма этих чисел делится на пять?

Что ж, подсчитаем. Для этого, конечно,

необходимо знать, что дюжина — это 12. В

каждой из первых пяти строчек дюжина

встречается по 2 раза, а в шестой строчке

имеется сразу 12 дюжин. Поэтому общая
сумма чисел равна 2 ¦ 5 -12 + 12 -12 = 264,

что на 5 не делится.

Есть другие мнения?

Задача 6. У Пети сломался стул — трес-

треснули все четыре ножки. Петя гюшел к Коле

и попросил какого-нибу&ь крепежа для ре-

ремонта. Коля вынес коробку, в которой
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лежали 15 болтов; на некоторые болты

6ым1 навинчены гайки. Петя отобрал не-

несколько болтов без гаек и столько же

болтов с гайками. Вернувшись, он сначала

все аккурагтгно развютшл, а затем ojttpe-

мошпировал стул, уапановив на каждую
ножку одинаковое количество болтов и

столько же гаек. После этого у него оста-

осталось в два с половиной раза больше болтов,

чем гаек. Сколько же именно?

Из условия следует, что Петя взял вдвое

больше болтов, чем гаек, т.е. если он принес

х гаек, то болтов — 2х. Очевидно, 2а: 5 15,

откуда х<7. Поэтому на каждую и» четы-

четырех ножек была установлена одна гайка

(иначе не хватило бы гаек). Следовательно,
Петя установил на ножки стула 4 гайки и 4

болта, т. е. у него осталось Bх — 4)
болтов и (зс~ 4) гаек. По условию

Bх- 4)/(х- 4) = 2,5, откуда х= 12,что

противоречит наиденному выше ограниче-

ограничению хй7. Итак, вновь убеждаемся, что

решения нет.

Задача 7. Какое число надо вапавшпь вмес-

вместо вопросительного знака:

300, I, 1000000,15,70, И, ?,

если известно, что оно не превышает сум-

суммы остальных чисел?

Чтобы исключить произвольные толкова-

толкования, дадим уточнение: эта последователь-

последовательность имеет самое непосредственное
отношение ктак называемым спорадичес-
спорадическим группам, а точнее, к одной из них —

группе Томпсона, имеющей порядок
2lS-3»-5>-7*-I3-19-31.

К этой задаче не дается даже ошибочного

решения, потому что вообще непонятно,

как подступиться к ней, не будучи кандида-

кандидатом наук, защитившим диссертацию по

теории групп. Иначе говоря, ложный след

заключается в том, что следа нет. Каково?

И тем не менее приведенных данных

вполне достаточно, чтобы найти ответ, не

листая энциклопедию и не обращаясь за

консультацией к специалистам.

Подсказки

Задача 1. Вместо подсказки приведем дру-

другую задачу, широко известную. Из спичек

выложено равенство:

VII I
Требуется переложить одну спичку, чтобы

оно стало верным.
Решение заключается в том, чтобы вторую

вертикальную спичку в левой части равенст-

равенства положить горизонтально, вот так:

что соответствует тождеству \\ = 1. Попро-
Попробуйте взглянуть на исходную задачу с анало-

аналогичной точки зрения.

Задача 2. Имеются по крайней мере два

принципиально различных подхода к ре-

решению этой задачи. Поэтому здесь даются

две подсказки, сформулированные в виде во-

вопросов:

1) Чтобольше: 0,A) или 0.A111)?

2) Неужелисвет сошелся клином на

десятичных дробях?

Задача 3. Цены на такси (и не только)
имеют странную, но устойчивую тенден-

тенденцию стремительно возрастать с течением

времени. Поэтому никто не собирается
переналаживать счетчики такси, так как

это пришлось бы делать слишком часто, да

и никаких цифр не хватит! И таксисты

используют прежние счетчики, настроен-

настроенные еще по застойным расценкам: 20 копе-

копеек за посадку плюс 20 копеек за километр

пробега, а итоговую сумму умножают на

30. Мог ли в таком случае получиться
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результат, равный 31 р. 8 к.?

Задача 4. Сходите в зоопарк и посмотрите

на слона.

Задача 5. В условии упоминаются черти, от

которых даже атеисту не следует ждать

ничего хорошего.

Задача 6. Выражение «на некоторые болты

были навинчены гайки* означает не совсем

то же самое, что выражение «на некоторые

болты было навинчено по гайке».

Задача 7. Отдохните от математики, пере-

переключитесь на русский язык и обратите
внимание, что назвашде каждого из чисел

состоит из одного слова.

Правильные решения

Задача 1. Ответ: ни одной! Если рассматри-
рассматривать крайние спички в левой части равенства

как обозначение абсолютной величины (что
ничем не хуже квадратного корня), то

данное равенство принимает вид: |l|=l,
которое уже верно, так чего там enje пере-

перекладывать?

Задача 2* Первое решение основано на

том, что при записи периодических дробей
не обязательно записывать в скобках на-

наименьший период. Это позволяет расши-

расширить свободу выбора и без особого труда

найти немало ответов (подробности не

приводятся, так как слишком просты).

Например, для 6у= 2 получаем три следу-

следующих числа: 2,C333); 5,C33333333) и

8,C3333333333333). Можно идальше хит-

хитрить, записывая период не с самого начала,

например: 2,333C). Но надо признать, что

такие решения оставляют чувство досады,

поскольку они все же нехорошо выглядят.

Второе решение свободно от этих недо-

недостатков. Оно использует простые дроби,

причем ответом является самая простая из

простых дробей: дробь 1/2. Такая запись во

всех отношениях безупречна.
Задача 3. Счетчик таксомотора работает
так: когда водитель, трогаясь с места, вклю-

включает его, на нем сразу появляется сумма за

посадку B0 к.), которая дискретно (т.е.

скачком) возрастает на 2 к. через каждые

100 мггров пути. Поэтому как только такси

проедет 4100 метров, ни счетчике появится

сумма 20 + 20 - 4,1 = 1 р. 2 к., и это

значение сохранится вплоть до расстояния

4200 м. Поэтому с учетом новых тарифов
пассажиру придется заплатить первому так-

таксисту 1,02
- 30 = 30,6 = 30 р. 60 к., что на

40 копеек дешевле, чем для второго такси.

(Впрочем, есть основания полагать, что и

это решение не учитывает всех реалий, а на

самом деле оба такси равноценны. Дело в

том, что мелочь исчезает катастрофически, и

вряд ли в кармане вдруг найдется 60 копеек,

чтобы заплатить таксисту точно нужную

сумму. Ну, а заводить разговор о сдаче тем

более бесперспективно.)
Задача 4. У слона всего одна губа — нижняя

(а верхняя вместе с носом в процессе

эволюции превратилась в хобот). Поэтому
на самом деле система должна выглядеть

так: 1Ъ t 8С; С + 2В = 22. Из равенства

следует, что С четно, т. е. С = 2Mt и тогда

система принимает вид: В ^ 8ЛЛ; ЛН- В = 11.

ЕслиМ>2,тоВ> 16 иМ+В> ^.Поэто-

^.Поэтому М
= 1; тогда С

= 2 и В = 10.

Ответ: 2 слона и 10 верблюдов.
Задача 5, «Дюжина чертей — это, конечно,

чертова дюжина, которая, как известно,

равна не 12, а 13. Поэтому общая сумма

составляет не 264, а 265, что делится на 5.

Задача 6. Здесь ситуация примерно та же,

что и с верблюжьими горбами, но «с обрат-
обратным знаком»: если у верблюда -может быть

не более двух горбов, то на болт можно

навинтить и несколько гаек. Поэтому ис-

использованное в решении утверждение «чис-

«число гаек равно половине числа болтов» надо

заменить на более слабое «число гаек не

меньше половины числа болтов*. Прочее

остается в силе: число болтов — четное и не

превосходит 14. Число использованных для

ремонта болтов кратно количеству ножек

стула, т.е. делится на 4 и потому тоже

четное. Поэтому оставшееся после ремонта
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число болтов — тоже четное, причем при

делении его на 2,5 должно получиться целое

число (равное количеству оставшихся гаек).
Но среди четных чисел, меньших 14, лишь

число 10 делится нацело на 2,5 (в результате

получается 4). Отсюда сразу следует, что на

ремонт затрачено 4 болта (если больше, то

исходное число болтов превысит 14). Гаек

затрачено столько же, т.е. тоже 4. Задача

решена.

Ответ: Петя принес 14 болтов, на которые

было навинчено 8 гаек (на один болт — две

штуки и на шесть болтов — по одной). Для

ремонта стула он израсходовал 4 болта и 4

гайки.

Задача 7. Эта задача действительно на за-

засыпку. I io если догадаться выписать назва-

названия чисел:

Триста
Один
Миллион

Пятнадцать

Семьдесят

Одиннадцать

то сразу видно, что первые их буквы обра-

образуют слово ТОМПСО?, и теперь становится

ясно, что вместо яопросителыюго знака

должностоять число, начинающееся с буклы
«Н*. Такое число лишь одно

— ноль.

Но к чему тогда упоминание отом, что зго

число должно быть меньше суммы осталь-

остальных? Оказывается, существует еще одно

число, название которого начинается с букны
«Н*>, — нониллион (или издюльон), равное

Ю50, хотя оно, 1южалуй> не всем известно.

"ЛОЖКА

В БОЧКЕ МЕДА'1
СВЕТЛАНА ТИХОМИРОВА

Несколько лет назад издательство «Худо-
«Художественная литература» выпустило сборник

Владимира Даля «Пословицы русского на-

народа». Эта книга впервые увидела свет п

1861 году и с тех пор переиздавалась лишь

один раз
— в 1957 году.

Как известно, «пословицы недаром мол-

молвятся*. Эти краткие образные изречения

обычно отражают какую-либо грань наро-

народного опыта. Из великого множества со-

собранных замечательным русским писателем

пословиц выберем лишь несколько и попы-

попытаемся объяснить их только с точки зрения

физического смысла (хотя житейское тол-

толкование пословиц всегда гораздо богаче il

разнообразнее).
Вот несколько пословиц, связанных с воз-

возникновением звука:

«Оттого телега запела,

что давно дегтю не еля»;
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«Худое колесо больше (пуще) скрыпит»;

«Ударь кулаком в стол:

ножницы скажутся (отзовутся)»;
¦Шумит, как петер в 1густую трубу».
В первом изречении предполагается, что

деготь выполняет роль смазки при трении

колеса об ось. Нет смызки — возникает

сильное трение, которое вызывает колеба-

колебания колеса на оси телеги, при этом и

появляется характерный скрипучий звук.

(По той же причине скрипят и несмазан-

несмазанные дверные петли.)
Колесо «худое», т.е. изношенное, с разби-

разбитой втулкой или треснувшим ободом, ко-

конечно же, скрипит гораздо сильнее нового

крепкого колеса.

При ударе стол приходит в колебания,

которые передаются ножницам, те подпры-

подпрыгивают и «отзываются*.

Последнюю пословицу можно объяснить

так. При ветре с краев различных предметов
— домов, труб и др. могут срываться воз-

воздушные вихри. Когда направление ветра

устойчиво, образуется регулярная последо-

последовательность движущихся вихрей. Поскольку
давление воздуха внутри вихрей всегда мень-

меньше, чем снаружи, в воздухе возникают пери-

периодически повторяющиеся местные измене-

изменения давления. Они-то и являются источни-

источниками звука. Пустая труба при этом может

выполнять роль резонатора, усиливающего

звуки определенной частоты. Вот тогда мы и

слышим завывание ветра в трубах или свист

ветра в проводах, е ветвях деревьев, в расще-

расщелинах скал.

Теперь рассмотрим две пословицы, каса-

касающиеся тепловых явлений:

«Как в кремне огонь не виден, так и в

человеке душа»;

«Спросил бы у гуся, не зябнут ли ноги*.

Их объяснить совсем легко.

Искры из кремня появляются только во

премя удара по нему другим камнем или

металлом. При этом выбиваемые частички

сильно нагреваются и светятся.

Гуси, куропатки и другие птицы зимой

/негу и не мерзнут потому, что

температуре их лап отличается от темпера-

температуры тела. Например, температур;! тела

белой куропатки может быть на 38 градусов

выше температуры ее лап. А низкая темпе-

температура конечностей, естественно, сильно

понижает теплоотдачу. Таковы защитные

свойства организма.

Есть в сборнике и пословицы, в которых

говорится о таком свойстве тел, как смачи-

смачиваемость:

«Он сух из воды выйдет*;

«С гуся вода,

а с меня, молодца, небылые слова»;

«Без сала дегтя не отмоешь».

Можно ли выйти сухим из воды? Конеч-

Конечно, но для этого нужно тело смазать вещес-

веществом, которое не смачивается водой, напри-

например каким-либо жиром. Попробуйте в этом

убедиться на собственном примере.

Перья гуся и других водоплавающих птиц

покрыты тончайшим слоем жира. Выйдет

птица из воды, встряхнется и оказывается

сухой. (В житейском смысле пословицу

надо понимать так: молодцу все нипочем,

при всех обстоятельствах он остается «су-

«сухим».)

Поверхность, покрытая дегтем, тоже не

смачивается водой. Но деготь растворяется

в жирах и с их помощью может быть удален

с поверхностей предметов. (Жиры, кстати

сказать, входят в состав любого мыла.)

В заключение — несколько пословиц,

сформулированных в форме загадок:

1. Утебя есть, у меня есть, у дубе в поле,

у рыбы в море.

2. Поутрус сажень, в полдень с пядень, а

к вечеру
—

через поле хватает,

3. Чегов коробейку не спрятать?
4. Чегов избе не видно?

5- Что стучит без рук?
6. Сивыйжеребец во все царство ржет.

7. Вечеромназемь слетает, ночь на земле

пребывает, утром опять улетает.

Все «загадываемые* объекты в них имеют

физическую природу, т.е. относятся к физи-
физическим понятиям или явлениям. Попытай-

Попытайтесь их отгадать.
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КОНКУРС «МАТЕМАТИКА 64

Мы ПРОДОЛЖАЕМ КОНКУРС ПО РЕШЕНИЮ МАТЬМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ ДЛЯ УЧАЩИХСЯ 6 — 8 КЛАССОВ.

СОСТОИТ ИЗ 24 ЗАДАЧ И ЗАКАНЧИВАЕТСЯ В АПРЕЛЕ. ПОБЕДИТЕЛИ БУДУТ НАГРАЖДЕНЫ ПРЕМИЯМИ ЖУРНАЛА «КВАН1» И

РОССИЙСКОЮ БЛАГОТВОРИТЕЛЬНОГО ФОНДА «ИНТЕЛЛЕКТ». РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИЗ ЭТОГО НОМЕРА ВЫСЫЛАЙТЕ НЕ

позднее 1 ноября 1993 года по адресу: 103006, Москва, К-6, ул. 1-я Тверская-Ямская, 2/1, «Квант» {с

пометхой «Конкурс «Математика 6 — 8»). Не забудьте указать фамилию, имя, класс.

19/Л.Курляндчик. Найдите все тройки на-

натуральных чисел а> Ь и су удовлетворяющие

уравнению

2(д + Ь + с) = ab+bc + cd.

20/А,Савин. На книжной полке стоит вось-

восьмитомник Жюля Верна. Разрешается выта-

вытащить том, стоящий либо третьим, либо

восьмым» считая слева направо, и поставить

его первым. Докажите, что после несколь-

нескольких таких операций можно поставить тома

в правильном порядке, независимо от того,

как они стояли первоначально.

21/П.филевич. Из кассы цифр вытащили

пять карточек с различными цифрами и

составили из них некоторое пятизначное

число. Затем стали составлять из этих карто-

карточек всевозможные трехзначные числа и на-

нашли их сумму. Эта сумма оказалась равной

первоначальному пятизначному числу. Ка-

Какое это было число?

22,/С.Азпецкий. В треугольнике ABC взя-

взяты точки М на стороне АВ и Nна стороне ВС.

Проведены отрезки AN, CM и МЫ. Докажи-

Докажите, что если угол BNM меньше угла ANM, то

угол BMN больше утла AMN.

23/С.Токарев. Какое наибольшее число дней
в году можно выбрать так, чтобы любые два

из них, но не все вместе, пришлись бы ллбо

на один день недели, либо на одьн месяц,

либо на одно число месяца?

24/И.Акулин. Развертка куба состоит из

шести одинаковых квадратов. А можно ли

из пяти одинаковых прямоугольников со-

составить развертку какого- нибудь параллеле-

параллелепипеда?

В условие задачи № 17 (см. *Квант»

№ 1/2) вкралась опечатка. Условие сле-

следуем читать так: +&ркажшпег что при

любом натуральном п число

(л + II993 + nl99i + (n - II - Ъп делит-

ся на 10».

Срок присылки решений этой задачи

продлевается до 1 июня 1993 года.
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лоборотория

шарик с дыркой
6 струе пылесоса

ГГУЧ1 I IxlG/ЧАЛ* I<

Наверное, многим доводилось наблюдать,

как шарик для пинг-понга устойчиво ви-

висит в воздушной струе, созданной феном
или пылесосом. Давайте немного изменим

этот опыт. Волъмем деревянный шарик,

например от детской пирамидки, и про-

просверлим в чем вдоль оси отверстие диа-

метром порядка сантиметра- Если такой

шзрик поместить 8 струю, то сначала он про

сто парит в воздухе, а потом

начинает раскручиваться,

причем так, что дырка вра-

вращается в вертикальной
плоскости. Частота враще-

вращения при этом достигает ста

оборотов в секунду, а высота

поднятия шарика окалыва-

окалывается примерно в пять раз

больше, нем вначале (срав-
(сравните рисунки 1, а и1,О-
(Измерение частоты враще-

вращения в нашем опыте произ-

производилось следующим обра-
образом: в поверхность шарика

был «делан маленьким маг-

l пит, а сам шарик помещался

в катушку индуктивности, ЭДС индукции с

которой выводилась па осххилло1раф.)
Такой же опыт можно провести с други-

другими шариками
— тоже сплошными, но

просверленными иначе (см. рис. 2). Во

всех случаях наблюдается эффект вранхе

иия и подъема, однако у шарика со сме-

смещенным отверстием вращение происхо-

происходит не п одной и той же плоскости (с пре-
прецессией, как говорят научным языком).

По-видимому, это спя к»но с изменением

положения центра тяжести

шарика отнекителыю ого гео-

геометрического центра.

Для опытов можно испольло-1
пять и пустотелые шарики (для |
пинг-понга) с отпе^ктиями.

П]х1пда, врлщикугся они медлен- ]
нес и поднимаются гм mciimuvso

высоту. Однако, если о отверс-

отверстие вставить бумажную трубоч- {

ку,то Bpaujeuiw; ускорится.

Все эти опыты показали, что |
очень важным является проток

воздуха Ч1'|*?з дырку. Ясли от

керстие зпкрыть, п;шрчм*;р
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гиастилиттм, то пр.ш|ение прекращается.

Чтобы лучше попять «устройство» потока

воздуха вблизи вращающегося шлрика,

.можно трубу пылесоса обклеить длинны

ми нитками и сфотографировать шарик со

вспышкой (например, обычным «Зени-

«Зенитом»). На рисунке 3 видно, что поток

«прижимается» к шарику с той его сторо-

стороны, которая движется по потоку, и «от-

тллкивается», отклоняясь в сторону, с про-

противоположной стороны. При этом ширин

смещается относительно центра струи.

Попробуем дать возможное объяснение

опыта. Сначала рассмотрим случай с совер-

совершенно гладким шариком без дырки. Он бу-
будет висеть в струе устойчиво, даже если

струю немного наклонит!». гУго объясняется

тем, что, в соответствии с законом Бернул-
ли, давление в струе меньше, чем в окружа-

окружающем воздухе, поэтому стоит только шари-

шарику сместиться, как ия край, выходящий за

пределы струи, начинает действовать сила,

возвращающая его обратно.

Теперь перейдем к придающемуся

шарику. Если бы он вращался в цент-

центре струи, то скорости, а следователь-

следовательно, и давления с равных сторон ша-

шарика были бы разными, так как вра-

вращающийся шарик с одной стороны

тормозит ноток, а с другой стороны

ускоряет его. И тогда возникла бы

сила, смещающая шарик в сторону.

Но поскольку наш шарик висит на

месте, средние давления с разных

сторон от пего должны был. равны

Из этого следует, что вращающийся
шарик должен быть смещен от цент-

центра струи, так как ранепстю скорос-

скоростей с разных сторон от него возмож-

но только в этом положении (скорость в

струе убывает с удалением от уентра, а :пт>

значит, что край, находящийся в центре

струи, должен двигаться против потока, а

противоположный край — но потоку).
А почему же шарик вращается? Опять

начнем рассуждения с шарика без дырки,

который висит точно на оси потока и не

вертится. Стоит этот шарик сместить и сто-

сторону, кяк с внешней стороны воздух начи-

начинает «тереться* о большую площадь повер-

поверхности, чем с другой стороны, и шарик

приходит во вращение в вертикальной
плоскости. Если шарик отпустить, он воз-

врлщается в слое* равновесное положение

на оси струи и вращение прекращается.
Шарик с дыркой в диалогичном опыте ве-

ведет себя иначе — наличие дырки делает его

вращение устойчивым и бел внешнего воз-

воздействия. Дело в том, что отверстие

изменяет структуру потока вокруг шарика.

В течение четверти оборота, показанной на

рисунке 4. rf, струйка, вырывающаяся из

дырки, создает облако маленьких

вихрей. l-Утм вихри утрудняют от-

отрыв потока, чем. позволяют ему

дольше стелиться а\оль повер-

поверхности шарика. При этом как бы

увеличивается вязкость воздуха и

связанная с ней сила трения. Во

время фазы вращения, изобра-
изображенной на рисунке 4, б, этот эф-

эффект отсутствует, так как поток

успевает оторваться раньше. Та-

Таким образом возникает момент

силы трения, закручивающий ша-

шарик. А это, в свою очередь, обус-
обусловливает возникновение попе-

поперечной силы (силы Магнуса), ко-



kvantmccme ru

55
ШАРИК С ДЫРКОЙ В CTPVf ПЫЛЕСОСА

торая смещает устойчивое положение ша-

шарика относительно оси потока.

Дополнительный подъем шарика с дыркой
можно связать с тем, что о некоторых поло-

положениях сила, смещающая шарик от уентра

струи, направлена не го^эонтально, а имеет

вертикальную компоненту (рис. 5, а). Воз-

Воздух, проходящий через дырку, как бы под-

подсасывает всю остальную струю, вызывая ее

перекос. Этого не происходит в противопо-

противоположном положении (см. рис. 5, б), так как

здесь ничто не мешает потоку оторваться

от шарика.

А теперь попытаемся сделать некоторые

оценки. На шарик по вертикали действу-
действуют три силы: сила тяжести, сила сопро-

сопротивления воздуха и вертикальная состав-

составляющая силы Магнуса. Силу сопро-

сопротивления можно записать в виде

? = A'pt;2S, где к — коэффициент сопро-

сопротивления, зависящий от формы тела,

р
— плотность воздуха, v — скорость на-

набегающего потока, S — площадь лобового

сечения шарика. Силу Магнуса можно

оценить по порядку величины из закона

Бернулли. Пусть цилиндр длиной / и диа-

диаметром d вращается с линейной ско-

скоростью и по часовой стрелке в безгранич-
безграничном потоке газа, движущегося со ско-

скоростью и. Тогда справа от цилиндра будет
скорость г

—

и , а слева v + и. По закону

Берн дли разность давлений на цилиндре

равна

а сила Магнуса — FM » pvudL
Для грубой оценки шарик можно пред-

представить цилиндром длиной порядка диа-

диаметра, а линейную скорость вращения

шарика считать равной скорости потока.

Чтобы получить вертикальную сосъшляю-

щую силы Магнуса, нужно умножить ее

на синус так называемого угла перекоса

струи (судя по рисунку, Р составляет при-

примерно 4 — 5 градусов). Тогда для шарика

получаем FM * р</У sinp.
Изменение скорости в струе с высотой

можно оценить из закона сохранения им-

импульса. Поскольку в нашем случае статичес-

статическое давление и плотность воздуха в струе

меняются незначительно, в прибли-
приближенной форме этот закон запишем так:

v*St * v\$2. Сечения струи можно выразить

через высоты hx и Иг и угол расхождения

струи. Тогда

Надо заметить, что начало струи находится

не в месте ее выхода из трубы, а в вершине

угла ее расхождения, поэтому высота от-

считывается от этой вершины, а не от

кромки трубы.
Таким образом, из условия рпвновесия ша-

шарика по вертикали: mg = i^ + FM можно вы-

выразить высоту подъема шарика:

mg

Здесь /*т и vx
— высота и скорость струи

на выходе из трубы, которые легко изме-

измерить. Маши оценки давали высоту подъе-

подъема шарика порядка 30 см, что вполне со-

соответствовало опытным результатам.

Автор этой статьи — ученик 11 класса средней
школы N=130/. Новосибирска.
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/К тез к ли хорошо знакомы вам

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ ?
Описанные эксперименты, как, по крайней мере, кажется

мне, устраняют сомнения в тождественности света,

теплового излучения и элеюпродинамического
волнового движения.

Г.Герц

Кок это ни удивительно, с

этими волнами чело-

человечество было знакомо

еще с незапамятных

времен. Люди грелись, еще
не называя тепловые лучи

инфракрасными, загора-

загорали, не подозревая, что на

их кожу воздействует

ультрафиолетовое излуче-
излучение. Да в конце концов

они видели! И не только

видели, но уже и экспер-

экспериментировали со светом

кок с волнами.

Догадки о том, что все эти

виды излучений имеют

однуэлектромогнитную—

природу, постепенно

выстраивались в научную Jj
теорию. Достижения своих

великих предшествен-

предшественников, и прежде всего

М.Фарадея, в 1865 году

синтезировал Дж.Максвелл, предсказав, в

том числе, и возможность передачи

информации без проводов.

Ныне, когда прошло немногим более ста лет

после создания максвелловской теории,

электромагнитные волны доносят до нас не

только радио- или телесигналы. Человек

научился создавать и принимать излучения,

соответствующие любой части необыкно-
необыкновенно широкой электромагнитной шкалы—

от низкочастотных колебаний до гамма-

излучения. Невидимые — микроволновые и

ультрафиолетовые, инфракрасные и рент-

геновские^-лучи «озвучили» для нас не-

неуловимые ранее «разговоры» отомов и

звезд и голоктик.

К сожалению, сегодня мы

сможем «коснуться» лишь

нескольких участков этой

гигантской шкалы.

Вопросы и задачи

1. Внепосредственной

близости друг от друга

находятся электрически

заряженный шор и

постоянный мо гнит.

Существует ли в окружа-

окружающем их пространстве

электромагнитное поле?

2. Почему антенны

автомобильных радиопри-
радиоприемников устанавливают,

как правило,

'^вертикально?
- ^3. Почему лри связи но

Ксоротких волнах обра-
^
зуются так называемые

зоны молчония?

4. Почемустанции длинно-
и средневолнового диапазонов ночью

можно принимать но гораздо большем

расстоянии, чем днем?

5. Почемунельзя осуществлять радиосвязь

с подводной лодкой, когдо оно находится

под водой?

6. Длячего радиолокация впервые была

применена е астрономии?
7. Почемуустойчивый прием телевизионных
сигналов возможен только в пределах

прямой видимости?

8. Почемутемпература всех тел в

неотапливаемом закрытом помещении

становится одной и той же?

9. Испускаетли красные лучи кусок железа,

мзгретый до белого каления?
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10- Почему стеклянная призма непригодна

для получения спектров инфракрасного и

ульрафиолетового излучений?
11. Нафотографиях местности, сделанных с

самолета, можно четко разделитьмаскировку

подзелень и естественную зелень, неразличи-

неразличимые при непосредственном наблюдении.

Почему?

12. Почемусплошной рентгеновский спектр,

испускаемый рентгеновской трубкой, имеет

резкую границу со стороны коротких волн?

] 3. Можно ли рентгеновские лучи, применя-

применяемые для обнаружения дефектов изделий,
заменить гаммо-лучами,

испускаемыми радиоак-

радиоактивным элементом?

Микроопыт

Понаблюдайте за

работой комнатного

электрического обо-

обогревателя, состоящего
из накаливаемой

спирали и хорошо

полированной вогну- ншммн
той металлической

поверхности. Как вы думаете, каково

предназначение этой поверхности?

Любопытно, что...

... в соответствии с домаксвелловскими

представлениямиэлектрическое и магнитное

поля должны быпи исчезать при оброще. ии

тока в нуль (поскольку считалось, что

изменяющееся электрическое поле не

производит никакого эффекта).
... распространенное мнение о том, что Герц
ставил свои опыты для подтверждения теории

Максвелла, ошибочно. Первоначально Герц
был скорее противником этой теории и

признол ее лишь под давлением им же

самим полученных доказательств.

... переход от электрической лампы

накаливания с угольной нитью к современной
лампе с вольфрамовой нитью дал

возможность повысить температуру нити

всего лишь на 400К. Однако это увеличило

долю энергии, приходящейся но излучение в

видимой части спектра, более чем в 3 раза
-от 0,5% до 1,6%.
... невидимые для человека инфракрасные и

ультрафиолетовые лучи широко используются
для ориентации в живой природе. Так,

некоторые змеи чувствуют колебания

температуры в одну десятую градуса на

расстоянии в полметра. Пчелы же «видят»

ультрафиолетовые лучи, указывающие на

расположение нектарников в цветках.

... начало радиоастрономии связано с

роботами инженера американской компании
«ВеН» К.Янского, экспериментировавшего в

1931 «оду с вращающейся радиоантенной
для выяснения помех коротковолновой

радиотелефонной связи. Шум, который он

исследовал, шел, по всей видимости, из

центра нашей Голоктики.

... параболические
антенны современных

радиотелескопов

облодают невероятной

чувствительностью —

они способны уловить
потоки энергии
плотностью менее

КГ29 Вт-с/м2.

... в рентгеновской

астрономии для ис-

исследования самых

жестких гамма-квантов используются...

оптические телескопы. Дело в том, что при

прохождении через атмосферу такие гамма-

кванты вызывают появление электронов

большой энергии, возбуждающих зноме-

нитое «черенковское» излучение, которое в

конце концов и регистрируется оптическим

телескопом.

Материал подготовил А. Леонович

Что читать в «Кванте» об электромогнитнь
волнах (публикации последних лет)
1. «ГенрихГерциэлектромагнитныеволны»
- 1988,N1, с 48;
2. «Состороны виднее» — 1990, N 9, с. 2;
3. ^Экспериментируемс ИК лучами*

1990, N 10, с. 44;

4. ^Спутниковоетелевидение* — 1991,
N 1, с. 4;

5. «Какизлучать радиоволны?» — 1991,
N 11, с. 33;
6. пГрибыи рентгеновская астрономия*

- 1992,N9, с 21;
7. Жапейдоскоп«Кванта» - 1989, N 2,
40; 1990. N 2, с. 40; 1992, N 10, С 40.
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проктикумабитуриемта

ЭКСТРЕМУМЫ В ЗАДАЧАХ
ПО ФИЗИКЕ

ГЕННАДИЙ КЕМЕРОВСКИЙ

|
-е-

S.

Среди разнообразных физических задач

встречаются такие, и которых опрслсля-

ются экстремальные значения искомых

величин (минимальный коэффициент тре-

трения, максимальный угол наклона и т.п.).

Нередко в таких случаях ид результат од-

одновременно влияют несколько конкуриру-

конкурирующих факторов, одни из которых способ-

способствуют его увеличению, а другие
—

умень-

уменьшению. Если при этом из-311 каких-либо

изменений решающее влияние переходит

от одних факторов к другим, то искомая

величина сначала возрастает, а затем убы-
убывает, или наоборот. В первом случае она

имеет максимум, во втором — минимум.

Способы нахождения экстремумов в за-

зависимости от конкретных условий в зада-

задачах могут быть разными. Существует до-

достаточно универсальный метод, основан-

основанный на использовании дифференциаль-
дифференциального исчисления, но пи не всегда является

самым простым. В некоторых случаях пол-

полезными могут ока-

зяться графики. Од-

ним словом, воз-

возможны варианты. Рас-

Рассмотрим несколь-

несколько примеров.

Задача 1. С какой лш-

нимальной силой

нужно тянуть за ве-

веревку, чтобы равно- ¦

мерно перемещать

санки массой т — Ю лю»<*

кг по горизонпшлъному асфальту, если

коэффициент трения скольжения )Х =

0.70?

Запишем уравнения движения санок в

проекциях па горизонтальное и перти-

кальное направления (рис. 1):

-щ + N + F sin a = 0.

где ct — угол меич.и г-сревкой и горизон-

горизонтом, а сила трения J"ip = \xN. Отсюда на-

найдем силу патшжения 1ч^ч-вки:

F = \xwgf(ca& a + \x sin a).

Проанализируем зависимость силы F от

угла а. Санки будут двигаться равномерно,

если горизонтальная составляющая силы

натяжения веревки F cos a равна силе

трения F . Поэтому для обеспечения ми

нимальности силы F веревку, казалось бы,

надо тянуть горизонтально, т.е. под углом

a = 0. Но с другой стороны, желательно,

чтобы угол СС быд побольше, так как в тгом

случае за счет увеличения вертикальной

составляющей F sin a ,

стремящейся припод-

приподнять санки, уменьша-

уменьшается мх давление на

опору и соответствен-

соответственно уменьшается силя

трения F . Тлким обра-
образом, ня результат, как

А
** МЫВИДИМ, ВЛИЯЮТ Д1М

¦¦¦¦ конкурирующихфак-

фактора.

Представим 3dтки ф
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мость F = F(ce) в виде графика (рис. 2).
Из него видно, что исследуемая функция
имеет минимум. Для нахождения значении

(Х^ к Forin воспользуемся аналитическим -ме-

-методом. Функция F(ot) .минимальна» если

знаменатель максимален. Обозначим его

буквой у, найдем производную у' но а и

приравняем ее к нулю:

у' = - sin a + \i cos a = 0.

Отсюда, обозначив соответствующий угол

a0, получим

Тогдя

Используя соотношения

sina0 ~

найдем искомую величину:

56 H.

Задача 2. Hrf горизонтальной плоскости

находится большой неподвижный пол-

полностью заполненный водой сосуд. Через
-wtMfV**>кс>г отверстие 6 его боковой стен-

стенке вытекает струя воды. У\й какой высо-

высоте должно быть отверстие, чтобы даль-

дальность полета струи Оыла максималь-

максимальной? Какова эта дальность? Высота со-

сосуда Н. Трение не учитывайте.
Дальность полета струи равна 5 = i^t f а

высота ее падения
—; « - gtlfa* W

i>0
= ^2g(H —Л) — скорость истечения

воды ил отверстия, / — время падения

поды (рис. 3). Отсюда, исключив Л полу-

получим

Как и с«\едовлло ожидать, дальность пол-

полота 5 зависит от высоты расположения от-

отверстия Л. Проанализируем згу эммем-

мость. С одной стороны, чем ниже отверс-

отверстие, тем выше столб воды над ним и. сле-

следовательно, больше скорость вытекания

воды ро; значит, большей должна быть и

дальность полета s. Но с другой стороны,

чсь\ меиыис/i, тем меньше время полета t,

что приводит к уменьшению дальности.

s

ЮН

0 hx ftJH Л2 1J0H h

Рисунок 4
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ПО э и к

Здесь конкурируют два фактора.
Рассмотрим график функции s = s(/i)

(рис. 4). Из него видно, что s максимальна

при Л = Aq = Н/2 (отверстие находится на

середине высоты сосуда). При этом

Эти же результаты можно получить ана-

аналитически. Действительно, функция $(Л)

максимальна, когда максимально подко-

подкоренное выражение. Обозначим его буквой

у, возьмем производную у' по аргумент)'

Л и приравняем ее к нулю:

Отсюда Л =

дальность

= Н/2 > а максимальная

Для отыскания экстремума можно так-

также использовать следующий прием. Зада-

Зададим себе вопрос — сколько значений вы-

высоты Л соответствуют данной дальности s?

Как видно из рисунка 4, при s < sma таких

значений два, при s -=
Smax

-- одно, а при

s > 5пш
— ни одного. Чтобы использовать

это наблюдение, будем считать* что r урав-

уравнении s = 2фг(Н — Л) задано s9 л h — не

известна. Переписав его в виде квадратно-

квадратного уравнения

4

запишем условие равенства нулю дискри-

дискриминанта:

что ею график в координатах р, V пред-
представляет собой прямую линию. Количес-

Количество газа v = 0J5 моль.

Построим график изменения состояния

пиа в координатах р% V (рис. 5, а). Аля оп-

определения максимальной темлерагуры газа

Т^ в этом процессе запишем уравнение

прямой 1 — 2:

р = а-bV , где а = />°, Ъ = tg(p.

Перейдем к переменным Т, V, используя

уравнение состояния идеального газ*

pV = vRT :

aV -bVz = vR7\

V V

откуда получаем такой же, конечно, как и

раньше ответ:

f «ч
= Н •

Хотя в данной задаче такой прием вы-

выглядит несколько искусственно, в других

случаях {см., например» задачу 1 из уп-

упражнений и конце статьи) он сильно vu-

рощает решение.

Задача 3. Таз перевели из состояния с дав-

давлением рх
— ISO кПи и объемом V, =

=20,5 л в состояние с давлением рг
=

=¦ 400 кПа и объемом Vt = 4.5 л.

Определите максимальную телтера-

туругаза в этом процессе, если известно.

Это уравнение параболы, проходя1цей че-

через начало координат (рис. 5, б). Ее кор-

корни равны

V=0hV° = <j/5,
а ось симметрии проходит через точку

Vjs=<^Bft). Объему У^ и соответствует

искомая температура:

vR vR 4vR&

что это же равенство легко
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практикум

получить, исследуя урапненис п-драболы на

экстремум с помощью производных.

Теперь найдем параметры а и Ь (см.

рис. 5, а):

Тогда окончательно получим

= 568 К.

Задача 4. Найдите минимальное расстоя-

расстояние между предметом и его действи-

действительным июбраженнем в тонкой лише,

фокусное расстояние которой F= 40 см.

Изображение будет действительным,
если расстояние от линзы до предмета d >

F. Построим это изображение (рис. 6) и

найдем искомую пеличину /.

Из подобия прямоугольных треугольни-

треугольников АВО и AjfijO, а также треугольников

ABF и OPF следует, что H/h-f/d и

Н/Л = Ff{d -F)> где Н — линейный раз-

размер изображения, h — линейный размер

предмета, / — расстояние от линзы до

изображения. Тогда
; .</+/ =d2/(d-F).

Это же соотношение можно получить, ис-

используя формулу линзы 1/F = \jd + Iff и

равенство 1= йЛ- /.
График функции / — l(d) представлен

на рисунке 7. Кривая имеет минимум:

1тп = 4F при d= do= 2F. Значения d0 и

lmin можно определить и аналитически.

Возьмем производную от функции / по ар-

аргументу d и приравняем ее к нулю:

4F 6F

V = =0.

Отсюда найдем два знамения величины d:

d,= О и d2 = 2F.

Действительному изображению (d > F)

соответствует второе из ник. Следова-

Следовательно,

УпрлжнЫия

1. Илточки, маходящойсл на высоте Л, б1>ослсаг со

скоростью i\} камень под некоторым углом к гори-

лангу. I Ьйдитс максимально возможную дальность

полета камня.

Укамниг. считая дальность s известной, составют

к»адрзтное уравнение относительно tf, О. и прирав-

приравняйте к кулю его дискриминант.

2. Тяжелыйшарик, подвешенный на легкой нерас-

тяжимой нити, отводят л сторону так. что нить

принимает гориэо1»тяльное положение, и отпуска-

отпускают. При движении шарика вертикальная состааля-

юирхя скорости его движения сначала по.*|>астлет, а

зате.м убыиает. Какой угол образует нить с лерти-

кдлью в тот момент, когдя эта состляляющая ня-

иболыиак? Потери мкртии не у|>»ти»айтс.

3. Олнзчистила (ПАлкиюстся с другой, нсиодпиж-

ной, час-пн^ем. При каком соотношении их масс

доля передаваемой второй частице энергии мак-

симдл1.на? Систему считайте замкнутой, удар *-

лобовым и абсолютно упругим,

4. Кисточнику электрической энергии с 3ACf и

1*кут)х?ипим сопротиплением г полклкуюн резистор.

Нлчертите грифи» зиписимости выделяющейся в

резисторе тепловой мощности Р от его сопротив-

сопротивления R, При каком сопротивлении мощность

на? Каковл



ВАРИАНТЫ ВСТУПИТЕЛЬНЫХ ЭКЗАМЕНОВ

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ИМ. М ВЛОМОНОСОВА

й\о&г«х + \)х(хг + 5х - 5)).

Вариант 1

(механика-математический факультет)
1, Решите уравнение

,<«(л.-^=1.

2. Диагоналичетырехугольника PQRS,
вписанного в окружность, пересекаются в

точке D. На прямой PR взята точка А, при-
примем ZSAD = 50°, ZPQS = 70° t ZRQS = 60°.

Где расположена точка А: на диагонали PR

или на ее продолжении? Ответ обоснуйте.
3. Данычисла рид такие, что

р - log.у, д = \щжу. \ 1яйдитс число

log > считая, что оно определено.

4. Одинрабочий на новом станке произво-

производит за 1 час целое число деталей, большее S, а

на старом стлпке — на 3 детали меньше. На

новом станке один рабочий выполняет днев-

дневную норму за целое число часов, а два р«6о-
чих вместе выполняют норму на старых

станках на 1 час быстрее. Из какого количес-

количества деталей состоит дневная норма?
5. Напрямой р в пространстве последова-

последовательно расположены точки А, В и С такие»

что А8 = 27 и БСЯ= 18. Найдите расстояние

между прямыми рнд, если расстояния от

точек А, В и С до прямой q равны 17, 10 и 8

соответственно.

6. Найдитевсе значения х, при каждом из

которых неравенство

выполняемся, хотя бы при одном значении J,

принадлежащем отрезку [—1;2].

Вариант 2

(факультет вычислительной математики
и кибернетики )

/1 nm) /1 991
1. Какоеиз двух чисел 2

больше?

2. Решитеуравнение

= 2sin —.
4

3. Решите неравенство

4. Изгорода А в город В выехал автомобиль.

Спустя некоторое время из В в Л по той же

дороге выехал мотоцикл. Скорости автомо-

автомобиля и мотоцикла на всем «ути постоянны.

Автомобиль до встречи с мотоциклом нахо-

находился в пути 7 часов 30 минут, а мотоцикл до

встречи ехал 3 часа. Мотоцикл прибыл в А в

23 часа» а автомобиль прибыл в А п 16 часов

30 минут. Найдите время отправления мото-

мотоцикла из города Е.

5. Двеокружности пересекаются в точках А

и К. Их центры расположены по разные сто-

стороны от прямой, содержащей отрезок АК.

Точки В и С лежат ни разных окружностях.

Прямая, содержащая отрезок АЪ, касается

одной окружности в точке А. Прямая» содер-
содержащая отрезок АС касается другой окруж-

окружности также в точке А. Длина отрезка ВК

равна 1, длина отривка СК равна 4, я тангенс

угла САБ равен .Найдите площадь трсу-
Я5

гольника ARC-

6. Найдите псе значения а, при каждом

которых неравенство

—(х1 - ах) <sin(x
г
- ах) +¦

3 3

—

4

выполняется для всех х из отрезка [я;2я].

Вариант 3

(фишчеашй факультет )
1. Решитенеравенство 1 — 2лг > 2х.

2. Решитеуравнение 5 - 3cos2.v = Ssinx.

3. Решите уравнение z х* -\ = — 1о?2 *"-

4. Площадьтреугольника АБС равна $,
ZEAC = а, АС= Ь. Найдите ВС

5. Найдитепервый член и разность арифме-
арифметической прогрессии, если известно, что пя-

пятый и девятый члены дают в сумме 40, а сум-

сумма седьмого и тринадцатого членов равна 58.

6. Черезцентр окружности, описанной око-

околотреугольника ABC, проведены прямые,

перпендикулярные сторонам АС и ВС. Эти

прямые пересекают высоту СИ треугольника
или ее продолжение в точках Р и Q. Илиест-



кvan* теш» ru

ЙЛРилНГн

но, что СР = р, CQ = с/. Найдите радиус ок-

окружности, описанной около треугольника

ЛВС.

7. Известно, что некоторая нечетная функ-

функция при _Y > О определяется формулой

— loj;J — . Найдите, какой форму;лои

определяется функций Да) при х < 0. Ре-

Решите уравнение/(*) = 3.

8. Три iiiap.i с одинаковым радиусом R кдед-

кугся друг друга и каждый и» них кясается

боковой поперхностм конуса. Центры шароп

находятся вне конуса. Высота конуса пер-

перпендикулярна плоскости а, содержащей
центры шароп. Угол .между высотой конуса и

его образующей раиеп ф . Найдите расстоя-
расстояние От вершины конуса до плоскости ОС. .

Вариант 4

(химический факультет)
2. Решите уравнение

A-+l + loSl/5(~2 + 3-)-a_
2. Решитенеравенство V^sinx < 1,

3. Впараллелограмме ABCD угол BCD равен

150°, л оспопание AD равно 8. Найдите ра-

радиус окружности, касающемся прямой CD,

проходящей черел вершину А н пересекаю-

пересекающей основание АР на расстоянии 2 от точки

D.

4. Дапмтри силапа. Состав первого сплава:

55% хрома и 45% никеля; второго
— 60%

никеля. 25% хрома и 1 5% кобальта; треть-
третьего — 70% хрома и 30% кобальта. Из них

н}жно приготовить новый сплав, содержа-

iijEiH 20% коОальга. Какие значения может

принимать ii[H)iieiiTiige содержание никеля в

этом попом сплаве?

5. Найдитепсе значения параметра k. при

которых уравнение

|| \
а) не имеет решений; 6) имеет конечное

нечустос множество решений.

Вариант 5

( биолотче&сип факультст )
1. Найдите, все решения урдпнеиия

2. Решите урапнение

'2
- 14х + 4°) = 2

3. Дана окружность» диалгетр MN которой

ранен 16- На касательной к этой окружности
в точке М отложен отрезок МР, длинна кото-

которого больше чем 15. Ил точки Риропсленп

вторая касательная к окружности, пересека-

пересекающая прямую MN n точке Q. Найдите нло-

щл,\1> треугольника MPQ, если его периметр

ранен 72.

4. Найдите псе шфы целых чисел р* ?/, улов-

летпоряющие одновременно лпум неравенст-

неравенствам:

2< \Sp-20q-\66,

^2>/>2+12^ + 271.

5- Найдите наименьшее значение величины

где р, </. г. и, I' — положительные числа, удов-

летнорякмуие услопиям:

pv + суVl — и1 й г,

рг + 2</ri/l - м2 ^ <?" + J*2,

Вариант 6

(факультет почвоведения )

1. PcuiitTVуравнение

2(cos6x + .sin2xcos4.v) = sin6-v + sin2x.

2. Самолет,осуществляя полет по заданному

маршруту, .может лететь в метеоусловиях А,

Б или В с одной и той же скоростью, но по-

разному расходуя горючее. В первый раз са-

самолет находился в метеоуслопиях А половину

полетного времени, в метеоусловийх
Б — треть времени, в метеоусловиях Б — 1/6
полетного времени. Во второй раз он нахо-

находился четверть времени в метеоусловиях А и

3/4 — в метеоусловиях В.В третий раз — по

четверти полетного времени в метеоусловиях

Л и Б. а полопину времени — в л\етеоуслови-

ях В. На сколько процентов израсходует са-

самолет полетный норматив горючего, двигаясь

песь путь в метеоусловиях В, если в первый

рал он израсходовал его на 101 -г- %, во

второй — на 92,5%, а в третий — на 97,5%?
3. Решитеуравнение

9*-82-3*+ 162-3я"'2;2
_ Q

4. Две окружности с центрами 0\ и Ог . ле-

лежащими на стороне MN треугольника MPN,

касаются друглруга и.гвне и пересекают сто-

стороны МР и РЫ в точклх W, D и N, С соответ-

стпешю, причем М0\ = O]f) = 3 и

NQ, = СОг = 6. Найдите нлоцщдь треуголь-

треугольника AfNP, если известно, что отношение



Варианты

илои/ади треугольника МСОг к площади rj>e- Вариант 9

8

5угольника О,DN равно *?v3 и

PN =

5, Найдите все значения параметра л, при

которых все числа х из отрезка [1;5] удовлет-

удовлетворяют неравенству

+ 2^/Зх ¦+¦ 1 - 6х + <*
- 5 < О.

Вариант 7

(геологический факультет )

1. Пятыйчлен арифметической прогрессии

равен 22, а суммл седьмого и девятого равна

32. Найдите сумму первых двадцати трех
членов этой арифметической прогрессии.

2. Решитенеравенство v6* + 5 - Зл: <, 2.

3. Решитеуравнение

|31<ЯдХ4 + 7log7 2- Iog2^| = -leg* 49.

4. Решитеуравнение

cosxcos3x - 9cos** ¦+ 5 =

= 14sinAsin3x-3Osin2A-.

5. Вокружность с центром О вписана трапе-

трапеция ABCD, в которой AD\\BCr AD= 7,
БС= 3, угол BCD = 120°. Хорда Ш окруж-
окружности пересекает отрезок AD в точке N та-

такой, что N0 = 2. Найдите площадь треуголь-

треугольника ВОМ.

6. Найдитевсе тройки чисел (х, у, г), удов-

удовлетворяющие уравнению

хг + 1 - 2>:sinny + ^j^ - - 64 =

= D1 - cos

Вариант 8

(географический факультет )
1. Решитеуравнение

cos 2х + 4 cos х + 3 = 0.

2. Найдитетри числа д, Ь и с, если известно,

что их сумма равна 2f а кв;1дратное уравне-
уравнение

их1 +bx + c = Q

имеет единственное решение д; = 2.

3. Решитенеравенство

(logx9-l)logj(9*)<3.
4. Втреугольнике ABC медиана AD и биссек-

биссектриса BE перпендикулярны и пересекаются в

точке F. Известно, что площадь треугольника

DEF равна 5. Найдите площадь треугольника

ABC.

5. Найдитевсе значения параметра с, при

которых уравнение

]х2 - 2х\ + \х2 - Ъх + 2| = х2 - 4х + с

имеет ровно три различных решения.

(экономический факультет )
- Вычислите

если sin(P - -|) + cos(p - -|) = ^2/5-
2. Решитенератиитцо

B - 3' 5 - З5-* у1 (х1 -7х+ \Q)JxT\ > 0.

3. L|exполучил заказ ил илгитоиление 5000

деталей перпого тина и 3000 деталей вто|Х)т
тина. Каждый ил 187 рабочих цеха .^атрдчи-

пает на изготовление 2 деталей первого типа

премя, м\ которое он мог Gcii И1готопить 3

детали тх>|юготи11л. Клким образом следует

ряиделить рабочих цехи ия дне бригады, что-

чтобы выполнить .лакам ля наименьшее1 прелм,

при условии, что оСк: бригады нриетупят к

работе одновременно и каждая из бригад
будет занята изготовлением деталей только

одного типа?

4. Втреугольной пирамиде KLWN плоские

углы 1.KN и MKN при вершине К равны п / 4

и Зп / 4 соответственно. Угол между граня-

гранями LKM и WKN равен п / 2. Определите
плоский угол LKM.

5. Продолжениясторон KN и LM выпуклого

четырехугольники KLMN пе^Н'секяются п точ-

точке Pt а п;к)должепия сторон KL и MN — в

точке Q. Отрезок PQ перпендикулярен бис-

биссектрисе угла KQN. 1 Сайдитс длину стороны

MN, если KQ - 6, NQ = 4, а площади треу-

треугольника LQM и четырехугольника КLMN рав-
равны.

6. 11аидитенее значения плраметги h, при

каждом и» которых число целочисленных

{ношений неравенства
х1 + Ъх + 3|.х" + /)| — /» < 0 максимально.

Вариант 10

( факультет психологии )
1. РешитеHepancitci ио

х х̂sin х - 3
sin._+,os_<__.

2. Решитесистему уравнении

3. Трапеции A8CD и ЛС1^? с равными

большими основаниями, ескттветстпенно Л/)

и АС вписаны в одну окружность. Чему ра-

равен радиус этой окружности, если площадь

треугольника ADF равна 1 + v3 , а >тол COD

ранен 60° , где О — гочка пересечения диаго-

диагоналей трапеции ABCD?
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4. Найдитевсе значения параметров и, v,

при которых сущестьуют два различных кор-
корня уравнения х(х2 +¦ х - 8) = м,

являющихся одновременно корнями уравне-

уравнения Х(Х1 -6) = 17.

5. Втетраэдре PQRS соединены отрезками

следующие пары точек: точка F u.i ребре PQ с

точкой G на ребре RS. точка О на ребре QS с

точкой N на ребре PR, а также точки X,
Y — середины ребер PS и QR соответственно.

Отрезки FG, ON, XY пересекаются в одной
точке. Определите плО1Ццдь четырех-

четырехугольника FOGN, если PS = QR = PQ = 5,
PF = 3, а угол между скремуиляющимися

прямыми Р$ и QR равен 60°.

Вариант 11

(филологический факультет)
1. Решите уравнение

6. При каких значени51х параметра а сумма S

квадратов корней уравнения

(y3sinjc- cos-О -Уз
2sm2.v-V3 ^

*

2- Решите неравенство

3. ТочкаС лежит па стороне МЫ ромба

КШЫ, причем CN = 2СМ и угол MNK равен
120° - Найдите отношение косинусов углов
CKN и С1М

4. Расстояниемежду портами Р и Q pamio

120 км. Из Р в Q вышел -гсплоход, а спустя 1

час — катер, скорость которого равна 45

км/ч. Катер догнал теплоход в точке R и по-

повернул обратно. Когда теплоход прибыл о Q,
катер п]юшел половину пути от R к Р. Най-

Найдите скорость теплохода.

5. Найдитевсе значения параметра />, при

которых система уравнений

имеет единственное 1К'шение.

Вариант 12

(институт стран Амш и Африки)
1. Решитеуравнение 2**5 + 2^ ¦ 2Х~] — 22

2. Решитеуравнение

3sin2х -3cos2x - I2sinx + 7 = 0.

3. Решитенеравенство

0.

Jn±±<1
2|x-6]-4
4. Дантреугольник со сторонами 4; 8; 9.

Найдите длину биссектрисы, проваленной к

большей стороне.

5. Решитенеравенство

является наибольшей? Чему равна эта сумма?

ФИЗИКА 'ЗАДАЧИ УСТНОГО ЭКЗАМЕНА

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1. Нагоризонтальной плоскости стоят два

кубика одинаковых размеров, имеющие мас-

массы м i и mi. Коэффициенты трения кубиков
о плоскость pi и р.2- К первому кубику при-

прикладывают силу F, линия действия которой

проходит через центры обоих кубикои пер-

перпендикулярно боковым граням. Кубики
скреплены легкой недеформированной (в
исходном состоянии) пружиной, ось кото-

которой совпадает с линией действия силы F.

При какой величине этой силы второй кубик
сдвинется с места?

2. Впертикальную стенку на одной высоте и

на расстоянии 21 друг от друга вбиты два

гвоздя, через которые перекинут.! тонкая

непесомая нерастяжимая нить. К концам

нити и ее середине прикреплены грузы од-

одной и той же массы w (средний груз нахо-

находится на одинаковых расстояниях от гвоз-

гвоздей). Вначале грузы удерживаются так, что

средняя часть нити горизонтальна, затем гру-

грузы отпускают без начальной скорости. Какую
скорость будет иметь средний грУ-*» проходя
положение равновесия? Трение не учиты-

учитывайте.1

3. Манаклонной плоскости с углом Ct нахо-

находится кубик (рис. 1). К кубику прикреплена

невесомая пружина» другой конец которой
закреплен в неподвижной точке А. В исход-

исходном состоянии кубик удерживается в поло-

положении, при котором пружина не деформи-
деформирована. Кубик отпускают бе.ч начальной ско-

скорости. Определите максимальную скорость

кубика в процессе движения. Масса кубика
ш, жесткость пружины к, коэффициент тре-
трения кубика о наклонную плоскость

tget).

Рисунок 1

ffc и далее-ускорении свободного падения считай-

считайте избкпиюии и равным $—10 м/с'.
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4. Внеподвижной горизонтальной трубе,
внутренний радиус которой Rt катается без

проскальзывания вблизи положения равно-

равновесия отрезок тонкостенной трубы радиусом

г<? R.Оси труб параллельны. Найдите пери-

период колебаний с малой амплитудой.
5. Циклбензинового двигатели внутреннего

сгорания близок к циклу Огто, состоящему
из двух адиабат и двух изохор. Вначале горю-

горючую смесь, которую можно считать идеаль-

идеальным ra.ipM, сжимают без теплообмена с ок-

окружающей средой, йотом изохорически на-

нагревают (при сгорании топлива) на

Д7*1 = 500 К, затем снова без теплообмена

газ расширяется, совершая работу, и нако-

наконец, после изохорического охлаждения на

АТг = -250 К гае возвращается к исходному
состоянию. Найдите КПД этого цикля. Теп-

Теплоемкость пш в обоих изохорических про-

процессах считайте одинаковой.

6. Кольцопрямоугольного сечения сделано

из однородного плохо проводящего материа-

материала с удельным сопротивлением р. Кольцо

помещено в область с однородным магнит-

магнитным нолем, перпендикулярным плоскости

кольца, причем индукция поля

линейно возрастает со временем по закону
В = At (A = const). Найдите зависимость

плотности индукционного тока от расстоя-

расстояния R до оси кольца.

7. Медноекольцо радиусом г соединено про-

проводящими спицами с центром (рис. 2). Че-

Через скользящие контакты к кольцу подклю-

подключен резистор сопротивлением R. На кольцо

намотана невесомая нить, к концу которой

прикреплен груз массой т. Пренебрегая тре-

трением, определите установившуюся скорость

груза, если кольцо пронизывается инешним

магнитным нолем, индукция Б которого

перпендикулярна плоскости кольца.

тивности с малым омическим сопротивлени-

сопротивлением и ключа. Вначале ключ разомкнут, а кон-

конденсатор не заряжен. Затем ключ замыкают.

Какое количество теплоты выделится нл

омическом сопротивлении за то время, пока

электрические колебания в цепи полностью

не затухнут? Внутренним сопротивлением
источника и сопротивлением проводов мож-

можно пренебречь.
9. Наблюдатель,перемещаясь по вертикали.

определяет углы, образованию.» с вертикалью

лучами, исходящими от малою объекта, на-

находящегося на дне озера. На высотах /ij и Иг
от уровня воды о озере он определил углы ai

и ai соответственно. Какова глубина озера?
Показатель преломления воды п

10. Плоскаямонохроматическая волна нор-
нормально падает на экран с двумя параллель-
параллельными щелями, расстояние между которыми

</= 2,5 мм (рис. 3). Интерференцию на-

наблюдают на другом экране, расположенном

на расстоянии L = 5 м от плоскости щелей.
11а этом экране в точках О\ и Ог наблюда-
наблюдаются светлые интерференционные полосы.

На какое минимальное расстояние вдоль оси

системы нужно сместить экран, чтобы в точ-

точках 0\ и Ог оказались темные полосы?

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1. Катер, движущийся со скоростью

pi = 30 км/ч, буксирует спортсмена на вод-

водных лыжах (рис. 4). Трос, за который дер-

держится спортсмен, составляете направлением

движения катера угол a
= 150°. Направле-

Направление движения спортсмена образует с тросом

8. Электрическая цепь состоит из последова-

последовательно включенных источника с ЭДС ?(>•

конденсатора емкостью С, катушки индук-
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угол р = 60°. Чему равна скорость спортсме-
спортсмена (i>2 ) n этот момент времени?
2. Спсршмны хОамл бросили камень под уг-

углом к горизонту со скоростью vo = 10 м/с. В

момент падения камня на склон холма угол

между направлением скорости камня и го-

ри..юнгом составил р = 60°, а разность высот

точек 6]>с>сания и падения
— М = 5 м. Най-

Найдите угол между направлением начальной

скорости камня и горизонтом.

3. Дваодинаковых маленьких шарика соеди-

соединены жестким стержнем длиной /=60 см.

Стержень стоит вертикдл! но вплотную к

вертикальной плоскости (рис. 5). При сме-

смещении нижнего шарика вправо на малое

расстояние система приходит в движение в

плоскости рисунка. Найдите скорость ни-

нижнего шарики (и) в момент времени, когда

верхний шарик находится на высоте

Л = 40 см над горизонтальной плоскостью.

Считайте, что при движении шарики не от-

отрываются от плоскостей, трением можно

пренебречь.

I
т

6. В цилиндрическом сосуде 1 под поршнем
массой т= .5 кг находится одноатомный

идеальный гал (рис. 6). Сосуд 1 соединен

трубкой, снабженной краном, с таким же

сосудом 2, в котором иод поршнем массой

М = 10 кг находится такой же газ. Сосуды и

трубка теплоизолированы. В начальном со-

состоянии кран К закрыт, температуря газа в

обоих сосудах одинакова, поршень в сосуде 2

расположен на высоте Н = 10 см от дна. На

какое расстояние передвинется поршень в

сосуде 1 после открывания крана? Объемом

трубки с краном можно пренебречь, атмос-

атмосферное давление не учитывайте.

Ристож 6

7. Если вольтметр, имеющий конечное со-

сопротивление, подключен параллельно резис-

резистору сопротивлением Ru то он показывает

напряжение Ui = 6 В, если параллельно Pi,
то — ilz = 4 В (рис. 7). Каковы будут на-

напряжения на резисторах, если вольтметр не

Рисунок 5

4. Объем тонкостенного цилиндрического

сосуда высотой li= 40 см равен
V= 400 см3, его вое Р = 3,5 И. При темпера-

температуре t = 47 °С и атмосферном давлении

ро
= 100 к! 1а сосуд переворачивают пверх

дном и погружают в жидкость плотностью

р = 1000 кг/м . При какой температуре

сосуд утонет? Атмосферное давление считай-

считайте неизменным.

5- В вертикальном закрытом цилиндре нахо-

находится идеальный газ, разделенный на две час-

части тяжелым поршнем, который может пере-

перемещаться без трения. В нижней части ци-

цилиндра масса газа илоос больше, чем о верх-

верхней. При температуре Т, одинаковой во всем

цилиндре, объем нижней части цилиндра

равен объему верхней части. Каким будет
отношение объемов, если температуру газа

увеличить в п = 2 ряда?

Рисунок 7

подключать? ЭДС батареи 6" = 12 В, ее внут-

внутреннее сопротивление пренебрежимо лгало.

8. Два одинаковых гальванических элемента

с внутренними сопротивлениями г = 0,2 Ом

каждый соединены параллельно и нагруже-

нагружены на внешнее сопротивление R (рис. 8).
Если эти элементы соединить последователь-

последовательно, то мощность, выделяющаяся в том же

сопротивлении нагрузки, возрастет в к =
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=2,25 раза. Чему равно сопротивление на-

нагрузки R?

9. На рисунке 9 представлены светящаяся
точка S и ее изображение Sf,даваемое лин-

линзой, главная оптическая ось

которой — прямая OOi. Расстояния от то-

точек S и S\ до оптической оси равны, соответ-

соответственно, а = 20 см и Ъ — 30 см, расстояние

между точками Аи В равно г — 15 см. Най-

Найдите фокусное расстояние линзы.

10. Отрезок АВ, лежащий на главной опти-

оптической оси линзы за ее фокусом F, сместили

параллельно самому себе и перпендикулярно

оптической оси в положение A'fSf , как пока-

показано на рисунке 10- Чему равна неличина

смещения (<f), если длина изображения от-

отрезка A'W больше длины изображения от-

отрезка АВ в к= 2 раза? Фокусное расстояние
линзы F= Зсм.

в' А'
-

-о—о- -

A F

1

ФАКУЛЬТЕТ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ

И КИБЕРНЕТИКИ

1. Самолетлетит по луге окружности радиу-

радиусом R = 1 км, сохраняя одну и ту же высоту

h = 1,5 км. С интервалом времени Т — 10.5 с

(=* 10п /3 с ) с нет сбрасывают два мошка.

На каком расстоянии друг от друга упадут

эти мешки на землю, если скорость самолета

v = 100 м/с? Сопротивлением воздуха мож-

можно пренебречь.
2. Приторможении от 1_корости

vi = 40 км/ч ло полной остановки квтомо-

биль прошел путь Si = 16 м. Кикой путь

пройдет этот автомобиль нз той же дороге

при снижении скорости от vy
= 100 км/ч

до vi = 60 км/ч? Считайте, что ускорение

при торможении постоянно м одинякопо fi

обоих случаях.

3. Брусокмассой т = I кг покоится на гори-
горизонтальной шероховатой поверхности

(рис. 11). К нему прикреплена пружина
жесткостью к = 20 Н/м. Какую работу
нужно совершить для того, чтобы сдвинуть с

места брусок, растягивая пружину в гори-
горизонтальном направлении, если коэффициент
трения между бруском и поверхностью

и = од?

'

"ЛЛЛЛЛ-

ftotor П

4. Человекмассой М = 70 кг, неподвижно

стоявший на коньках, бросил вперед а гори-

горизонтальном направлении снежный ком мас-

массой т== 3,5 кг. Какую работу сопершил че-

человек при броске, если мосле броска он отка-

откатился назад на расстояние 5= 0,2 м? Коэф-

Коэффициент трения конькоп о лед ц
= 0,01.

5. Легкуюсферу массой т = 80 г взвешива-

взвешивают а поздухе. При температуре воздуха
t = 47 °С ги;с сферы ока:1;1лся рапным

Р= 0,1 М. При какой температур поялуха

сфера перестанет давить и* чашку весов? Из-

Изменением объема сферы можно пренебречь,
давление воздуха считайте неизменным.

6. Некотороеколичестно волы нагревается

электронагревателем мощностью
W= 500 Вт. При пключении нагревателя на

время f j = 2 мин температура воды повыси-

повысилась на ЛТ = 1 К, а при его отключении —

понизилась зя время / г = 1 мин »л ту же ве-

величину ЛТ. Какова масса нагреваемой воды,

если потери тепла за счет рассеяния в окру-
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жаюхцую среду пропорциональны времени?
Удельная теплоемкость воды

с = 4.19-103 Дж/(кг-К).
7. В схеме, показанной на рисунке 12,

$ -- 60 В, С-= 10 мкФ. Какой заряд проте-
протечет в цепи» если один из конденсаторов за-

заполнить диэлектриком с диэлектрической
проницаемостью € = 2?

-\

12

8. Конденсатор емкостью С= 10 мкф, пред-

предварительно заряженный до напряжения U
—

=100 В, подключают через резистор к бата-

батарее с ЭЛС ? = 300 В и пренебрежимо малым

внутренним сопротивлением (рис. 13). Ка-

Какое количество теплоты аыделится в резисто-

резисторе яа время полной зарядки конденсатора?

Рисунок 13

9. ВысотаСолнца над горизонтом составляет

угол Ф = 10°. Пользуясь зеркалом, пускают
¦зайчик» в водоем. Под каким углом к гори-

горизонту нужно расположить зеркало, чтобы луч

спета шел в воде под углом <Х = 41° к верти-

вертикали (since « 0,655)? Показатель преломле-
преломления йоды п = 1,32. Считайте, что нормаль к

зеркалу лежит в вертикальной плоскости.

10. Лучсвета, идущий в плоскости рис.14,
надает на переднюю

грань стеклянного кли-

клина с углом Р = 45° меж-

¦

ду гранями. При каких

значениях угла падения

(СХ ) луч выйдет через

вторую грань клина?

Показатель преломле-

преломления стекла /I = V2.
РиСта* 14

ХИМИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1. Тело массой т =т 100 г падает с высоты

/i = 5 м на чашу пружинных весов (рис. 15)
и сжимает пружину жесткостью

к = 10* Н/м на величину х. Определите х,

v

Яионог 15

если массы чаши и пружины весов пренебре-
пренебрежимо малы.

2. Бцилиндрическом сосуде с несмешивзю-

1цсйся с водой жидкостью» плотность кото-

которой р= 1,2 г/см , при температуре
t = 0 °С плавает льдинка массой т = 1 кг.

11я какую величину изменится уровень этой

жидкости в сосуде, когда льдинка растает?
Площадь основания сосуда S = 10 j! м*.

3. Пластилиновыйшар бросают на верти-

вертикальную стену, находящуюся на расстоянии
L — 5 м от точки бросания, с начальной ско-

скоростью i>o = Ю м/с под углом OL — 45° к

горизонту. Шар прилипает к стене. Считая,
что вся кинетическая энергия шара пошла на

его нагревание, найдите изменение его тем-

температуры. Удельная теплоемкость пластили-

пластилина с = 2,5-103 Дж/(кг-К).
4. Детскийвоздушный шарик, надутый гели-

гелием, удерживается привязанной к нему ни-

нитью. Радиус шарика г= 15 см, масса сто обо-

оболочки т\ = 7,5 г, масса гелия в нем

тг = 2,5 г, атмосферное давление

ро
= 1С5 Па, температура воздуха

Т~ 300 К. Найдите силу натяжения нити.

Молярная масса воздуха М = 0,029 кг/моль,

универсальная газовая постоянная

R -8,3 Дж/(моль-К).
5. Идеальныйгаз совершает круговой про-
процесс 2 -¦ 2 -¦ 3 -¦ 4 -» I (рис. 16). Отдель-
Отдельные участки процесса представляют собой

отрезки прямых. Известно, что Vi = 1 мъ,
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Vl = 4 mj, Ti = 100 K, T< « 300 К. Какой

объем занимал газ в состоянии 3, находя-

находящемся на участке 2 —> 4, которое характери-

характеризовалось тем же давлением, что и начальное

состояние I?

VI

Лож*N I

6. Источникпостоянного тока с ЭДС
? * 10 В и внутренним сопротивлением
г= 10 Ом замыкают через резистор сопротив-

сопротивлением R = 90 Ом на незаряженный конден-

конденсатор емкостью С
— 2 мкФ. Какое количество

теплоты выделится на внешнем резисторе к

моменту полного заряда конденсатора?
7. Вакуумныйдиод, у которого анод и катод

представляют собой параллельные пластины,

работает в режиме, когда между током / и

напряжением U выполняется соотношение

I = AU^2. Во сколько раз увеличится средняя

сила, действующая на анод со стороны под-

летающих к нему электронов, если напряже-
напряжение на диоде увеличить ь п= 2 раза? Началь-

Начальной скоростью электронов, вылетающих с

катода, можно пренебречь. Удары электро-
ноп об анод считайте неупругими.

8. Проволочноекольцо радиусом г= 0,1 м

лежит на столе. Какой энряд протечет но

кольцу, если его перевернуть с одной сторо-
стороны на другую? Сопротиллеш1е кольца ft= Юм,

вертикальная составляющая индукции маг-

магнитного поля Земли В = 0,5-10 Тл.

9. Сейсмическаяупругая волна с частотой

vf = 0,5 Гц и длиной волны X = 2,9 км, па-

падающая под углом а
= 42° на границу разде-

раздела между двумя слоями земной коры с раз-

различными свойствами, испытывает преломле-

преломление, причем угол преломления Р = 26°. Най-

Найдите скорость волны во второй среде.
(sin42°= 0.67, sin26°= 0,44.)
Ю- Источник света расположен на двойном

фокусном расстоянии от собирающей линзы

с фокусным расстоянием F= 30 см. На ка-

каком расстоянии от линзы нужно поместить

плоское зеркало для того, чтобы лучи, отра-
отраженные от зеркала, вторично пройдя линзу,

стали параллельными?

ГЕОГРАФИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1. Висячий мостик (рис. 17), имеющий фор-
форму дуги окружности радиусом R= 4 м. вы-

выдерживает максимальную нагрузку
Р= 1000 Н. С какой максимальной ско-

скоростью может ехать по нему велосипедист,

масса которого (вместе с велосипедом)
т = 90 кг?

Э

Рислюл

2. Теломассой т =1 кг бросили с некото-

некоторой высоты с начальной скоростью, равной

Vq
= 20 м/с и направленно^ под углом

(X — 30° к горизонт)'. Определите кинетичес-

кинетическую энергию тела через г = 2 с после начала

его движения. Сопротивлением воздуха

можно пренебречь.
3. Дватела, массы которых т i = I кг и

wi2 = 2 кг, движутся во взаимно перпендику-

перпендикулярных направлениях со скоростями

vi = 10 м/с и и
г
= 15 м/с соответственно.

После соударения первое тело остановилось.

Какое количество теплоты выделилось при

ударе?
4. Тонкостенныйцилиндрический стакан

массой т = 30 г, высотой L = 10 см и пло

щадью дна S = 60 смг плавает в сосуде с ке-

керосином. В стакан наливают воду. Найдите

максимальную высоту слоя воды в стакане

(от его дна), при которой стакан еще не то-

тонет. Плотность керосина р к

= 800 кг/м .

5. Найдитечисло атомов ртути, содержа-

содержащихся в объеме V = 1 см3 при температуре

г = 27 °С , если давление пара ртути

р
= 0,75 Па. Постоянная Больцмана

*= 1,38 10-" Дж/К.
6. Объемпузырька воздуха по мере всплыв*-

ния его на поверхность со дна озера увели-

увеличился в к— 3 раза. Определите глубину озе-

озера. Температуру волы считайте постоянной.

Атмосферное давление рп= 105 Па.

7. Открытуюпробирку с воздухом при давле-

давлении pi нагрели до температуры Т\, затем

герметично закрыли и охладили до темпера-

температуры Тг = 10 °С. Давление при этом упало

до рг = 0,7pi. До какой температуры Ti
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ВАГИАНГЬ

Билл нагрет пробирка? Тепловым расшире-
нисм пробирка можно пренебречь.
8. Электрическаяцепь состоит из включен-

включенных последовательно источника постоянного

напряжения с внутренним сопротивлением

г= 3 Ом, резистора сопротивлением
R= 47 Ом. плоского воздушного конденса-

конденсатора, площадь пластин которого рягша
S = 200 см*, а расстояние между пластина-

пластинами можно изменять. Если расстояние между
пластинами d= I см, то заряд конденсатора

Q = 8,85 Ю 0Кл. Какой силы ток будет
протекать через резистор, если пластины

сдвинуть до соприкосновения? Электричес-
Электрическая постоянная Zq = 8,85 ¦ I0~li Ф/м.
9. Когдаключ К замкнут, сопротивление

между точками АВ схемы, изображенной на

рисунке 18, равно Ri = 80 Ом. Определите
сопротивление между этими точками, когда

/.К К

ключ разомкнут.

10. Найдите фокусное расстояние собираю-
собирающей линзы, если при изменении расстояния

d= 0,3 м от предмета до лшиы на Ad = 0,1 м

расстояние от линзы до действительного изо-

изображения предмета увеличивается вдвое.

Публикацию подготовили В.Алексеев, А.Боголюбов, С.Волошин, И.Иновенков, СКротов,
в, В.Прошкин, A.CoKOMtxtiH, СЧесноков

НЕЗАВИСИМЫЙ МОСКОВСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ

Независимый Московский университет —

негосударственное высшее учебное заведе-
заведение, основанное б 1991 году группой москов-
московских у<енмх — математиков и физиков.
В настоящее бремя университет объединяет
два колледжа — математический и матема-

математической физики, в которых обучаются сту-

студенты первого и второго курюв.
Вступительные экзамены в Математичес-

Математический колледж проводились в 1991 и 1992 го-

годах по математике (письменно) в 2 тура.

Каждая задача оценивалась в баллах, задачи

первого тура оценивались в 10 баллов, а за-

задачи второю тура в 1991 году — в 15 бал-

баллов, в 1Q92 — 6 20 баллов.

Вариант 1 A991 г.)
Первый тур
1. Докажите,что треугольник ABC остроу-

остроугольный тогда и только тогда, когда найдутся
такие.точки А'внутри стороны ВС, В'внутри
стороны АС и С внутри стороны АВ, что от-

релси АЛ*, Б& и СС рапны

2. Найдитеотношение радиус» шара, ппи-

елнного в правильный тетраэдр, к радиусу

шара, описанного вокруг этого тетраэдра.

3. Существуетли бесконечная последователь-

последовательность ил 0 и 1 такая, что любая подпоследо-

подпоследовательность, образованная элементами с но-

номерами, составляющими арифметическую
прогрессию, непериодична?
4. Длялюбых neujccTiieiiHbix xuy выполня-

выполняется неравенство

Найдите все тс*<ие функции f.
5. Пустьл,,^ 4loo— некоторая переста-
иолка чисел 1, 2, 3,..., 100. Докажите, что

сумма

1 dj + 2- ai +3-Лз+---+МО-<Моо
достигает наименьшего возможного значе-

значения для перестановки 100. 99,..., 2, 1.

6. Данотрезок АВ, полукруг, построенный
на нем как на диаметре, и две прямые, про-

проходящие через точки А и В и касающиеся

полукруга. Найдите прямую, параллельную
АВ и такую, чтобы сумма площадей трех

криволинейных фигур — двух треугольников
и одного сегмента (см. рисунок) была
.минимальной.

Второй тур
7. Докажите, что многочлен

xin _ 2л-2"-1 + Зх2п -...-2нх+ 2/1 + 1

не имеет действительных корней,,
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Варианты

8. ПустьLi,La — периметры правильных и-

угольников — описанного вокруг окружнос-
окружности с длиной L и вписанного в эту окруж-

окружность; SjjS^ — площади этмх многоугольни-

многоугольников, 5 — плои;аль круга. Докажите, что

a) LlL2>Lz; б) S, • S2 < S2.

9. Докажите,что число 22* + 2г +1 разла-

разлагается в произведение не менее чем п про-

простых сомножителей (не обязательно различ-
различных).
10. Назовемкоэффициентом нераинобедрен-
ности треугольника ближайшее к единице из

отношении его сторон. Какие значения мо-

может принимать коэффициент неравнобед-
неравнобедренности ?

Вариант 2 A992г.)

Первый тур
1. Пространственныйнеплоский шестиу-

шестиугольник имеет три пары параллельных про-

противоположных сторон. Докажите, что в каж-

каждой из этих нар стороны равны.

2. Существуетли бесконечная возрастающая

последовательность (д„) неотрицательных-

целых чисел, для которой при любых i и j
выполняется равенство Д;.;-

= U( + aj ?

3. Известнырасстояния ач fc, с от точки М

пространства до вершин А, В, С прямоуголь-

прямоугольника ABCD. Чему может быть равно расстоя-

расстояние от М до вершины D?

4. Найдитеmax{*iA:2 + Х2*з+---+*л-1*Л-
если x1,...,jcn— неотри1^ателЫ1ые действи-

действительные числа, причем *|+...+хл = 1.

5- Проведите через точку Р внутри данного

угла отрезок МЫ с концами на сторонах угла

так, чтобы произведение МР
- PN было на-

наименьшим.

6* Все вершины равнобочной трапеции ле-

лежат на параболе. Докажите, что основания

трапеции перпендикулярны оси параболы.

Второй тур
7, Докажите,что
4 5

JVx2 +9dxNxZ-9dx<200.
-4 J

8. Существуетли рациональная функция
К(х), не являющаяся константой» такая что

для любого х, для которого она имеет смысл,

выполняются два равенства:

б) R(x)
(К(х)назыпаегся рациональной функцией,

р(х)
если ее можно представить как ^~Т * где р и

q
— многочлены, причем q

— ненулевой.)
9. Рассмотрим четыре угла между плоскостя-

плоскостями граней правильного тетраэдра и некото-

некоторой фиксированной плоскостью.

а) Докажите,что коси1гусам этих углов мож-

можно приписать знаки так, что их сумма будет
равна нулю.
б) Докажите,что сумма квадратов косину-

косинусов этих углов равна 4/3.

Публикацию подготовили В. Имапкин, Н. Константинов

НОВОСИБИРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

ФИЗИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

Каждый вариант состоял, ш мгдач трех типов.

Первые tfipu задачи
— расчетные, рамичной

трудности: от почти стандартных до

сравнительно сложных, требующих смекал-

смекалки, глубоких знаний, уметы разобраться в

непривычной или усложненной физической
Ситуации.
Четвертая задача — это задача-оценка. Акя
ее решения надо понять рассматриваемое
физическое явление, сформулировать про-
простую (так как нужна только оценка) фи м«-

ческую модель этого явления, выбрать ра-

разумные числовые значения физических вели-

величин ыш наконец, получить численный резуль-

результат, более или менее соответствующий
реальности. В тексте задачи подчеркива-
подчеркивалось, что абитуриент может сам выбрать
необходимые для решения задачи величины и

их числовые значения.

Пятая задача — это задача-демонстрация%
6 которой надо объяснить физическое явле-

явление, демонстрируемое в аудитории. Здесь
важно понять сущность явления и среди раз-
различных факторов выделить главный.

На решение задач давалось пять часов, начи-

начиная с завершения демонстрации.
После текста каждой задачи в скобках ука-

указан средний процешп решивших л\
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Bag ианг 1

1. Лпасямолстя летят навстречу друг другу с

одинаковыми по модулю скоростями I». Зэ

видев лрут друга иа расстоянии L, пилоты

начинают рлзворот по окружностям, остлт-

ясь в горизонтальной плоскости и но меняя

величин скоростей. Найдите минимальное

расстояние между самолетами, если поворо-
повороты выполняются с одинакопыми ускорения-

ускорениями л. F1%)
2. Вобъеме Vq при температуре То и давле-

давлении р находился воздух, содержащий неко

торое количество озона О3. После долгого

выдерживания в тени озон полностью преь

ратился в молекулярный кислород Ог , и при
том же давлении температура воздуха стал;»

Т, а объем V. Найдите начальное число мо-

молей озона. F2%)
3. Междувертикальными проводящими

рельсами, расположенными на расстоянии /

друготдрут, последовательно включены

конденсатор емкостью С и резистор сопро-
сопротивлением R (рис. 1). Сверху рельсы

замкнуты горизонтальной идеально проводя

njeii планкой массой т. Перпендикулярно
плоскости приложено однородное магнитное

поле с индукцией В. Планку толкают впил, и

она наминает скользить по рельсам без тре-
трения. При какой начальной скорости планки

(|!0 ) в цепи будет т^чъ постоянный ток?

D3%)

~

Рножх 1

4. Наливаямолоко, вы пролили его на клеен-

клеенку и обнаружили, что под слоем молока еле

заметен ее рисунок. Полагая, что молоко

представляет собой взвесь маленьких шари-

шариков жира в воде, оцените размер этих шар»*-

коп.B2%)
5. Илнаклонной плоскости находятся два

соприкасающихся друг с другом цилиндра

(рис. 2). Нижний цилиндр начинают мед-

медленно спускать без вращения. При .ш>м вер-
верхний цилиндр п случис малого наклон:* плос-

плоскости к горизонт)' вращается, а в случае Боль-

Большого наклона — скользит без вращения.
Объясните явление. F0%)

Вариант 2

1. Трубк:»погружена открытым концом в

сосуд с ртутью, плотность которой р. Высота

столбика воздуха в трубке hx, а высот;! стол-

столбика ртути относительно ее уровня в сосуде

И1. Затем трубку погружают в ртуть eiije

больше, так что через достаточно большое

нремя эти высоты оказываются рапными h>

и Hi соответственно. Найдите атмосферное
давление. (86%)
2. Теломассой m соскальзывает с наклонной

плоскости с ускорением а. Каким будет ус-

ускорение , если тело прижать с силой N еще

одной плоскостью, параллельной наклонной?

Коэффициенты трения скольжения между

телом и плоскостями одинаковы и раины

М-G0%)
3. Конденсаторемкостью С после замыкания

ключа К\ начинает разряжаться через резис-

гор сопротивлением R и катушку индуктив-
индуктивностью I (рис. 3). В момент» когда ток в

кг



ВАРИАН ГЫ

цепи достигает максимального значения /q ,

замыкают ключ К^ - Чему равны напряжение
на катушке непосредственно перед замыка-

замыканием ключа Кi и максимальный ток в ус-пи

при последующих колебаниях? C0%)
4. Нарычажных весах в открытых сосудах

при температуре 0°С уравновешены литр

воды и соответствующий кусок льда- Лол

растаял. Оцените» сколько воды и куда нуж-
нужно добавить, чтобы восстановить равновесие.

D4%)

5. Впрозрачный цилиндрический сосуд с во-

водой опущен вертикальный непрозрачный

цилиндр. Его обводят по окружности так,

что поверхность цилиндра касается стенки

сосуда. В некоторый момент обводки кажет-

кажется, что цилиндр «заполнил» весь сосуд. Объ-

Объясните явление. D4%)

Вариант 3

1. ИмеютсяN собирающих линз с фокусным
расстоянием F и N рассеивающих линз с фо-
фокусным расстоянием

— F/2. Линзы установ-

установлены поочередно так, что расстояние между

соседними линзами равно F/2 (рис. 4).
Вдоль оси в систему входит параллельный
пучок света диаметром D. Найдите диаметр

выходящего пучка. E5%)
2. Чястинас зарядом q и мессой т налетает

мент включается однородное магнитное поле

с индукцией В, параллельное стенке и пер-

перпендикулярное скорости частицы. Стенка

отражает частицу, увеличивая ее скорость

при каждом отражении на величину и. Най-

Найдите расстояние между точками I -го и к-го

отражений. E5%)
3. Невесомыйстержень ОА длиной I с грузи-

грузиком массой т на конце может вращаться без

трения вокруг точки О, расположенной на

поверхности стола. Другой грузик — массой

М — прикреплен к первому при помощи

нерастяжимой нити» пропущенной через

отверстие в столе на расстоянии 1/2 от точки

О. В начальный момент стержень вертика-

вертикален, его скорость равна нулю. Далее стер-
стержень отпускают. I Ьйдите скорость грузика
массой т в момент, когда он коснется повер-

поверхности стола. D1%)

4. Оцените,во сколько раз среднее расстоя-

расстояние между молекулами пара над кипящей

водой больше расстояния между молекулами

воды. D2%)
5. Электрическаялампочка Л подключена

через диод D к источнику переменного на-

напряжения (к сети). Параллельно диоду с

помощью ключ<| К может быть присоединен

конденсатор С (рис. 5). При замкнутом

ключе лампочка горит заметно ярче, чем при

с к

ел
р

А Т

Рманок S

со скоростью v на неподвижную стенку пер- разомкнутом. Объясните явление. G8%)
пендикулярпо ее поверхности. В этот мо-

Публикацию подготовил. Г. Меледик



м г I олоеоломки

ПЕРВЫЙ ЧЕМПИОНАТ МИРА

Прошлым летом в Нью-Йорке
прошел 1-й чемпионат мира

по головоломкам. Несколько

необычно звучит название

этих соревнований, настолько

же необычным было их содер-

жоние.

В начале годо в 13 странах

прошли отборочные соревно-

вонияг и по 4 сильнейших

представители о* кохдой

Стронь были лослоны в Нью-

Йорк.
Головоломки отвечоли двум

требованиям: ковиэно и неза-

независимость от языка. Одни fo-

ловоломки можно было ре-

решать сообщо, другие роспре-
делялись между членоми

команды. Каждой задача оце-

оценивалась в баллах, и за отве-

отведенное время нужно было на-

броть моксимольное их коли-

количество.

Для первого дня организо-

торы приготовили более лег-

легкие задачи: гобиринты, число-

числовые задачи, геометрические

головоломки, зрительные за-

задачи на определенно обьек-

тов и поиск роэличий, восста-

восстановление сюжетов по перепу-

перепутанным картинкам, буквенные
головоломки, тесты на память,

перестановочные головолом-

головоломки Во втором день были

предложены вероятностные

головоломки, разгадывание

слов, нахождение спрятонных

ГОЛОВОЛОМКИ КАК ВИД СПОРТА

иэоброжемий, задачи на упа-

упаковку

Самым твердым орешком

оказалась головоломка из-

известного японского изобрета-
изобретателя Ноба Иошигохары. Вне-

Внешне оно выглядела очень

скромно
— деревянный ящи-

ящичек, в который нужно уложить
7 деревянных брусочков
Сом Иошигохаро, сидевший

за столом жюри, после того,

как начался отсчет времени,

роз пять повторил: «Хоть бы

кто-нибудь решил эту зада-

задачу»,— на это не помогло. От-

Отведенные 15 минут истекли, и

никто не спровился с голово-

головоломкой. Тогда, в соответствии

с условиями, изобретатель
показал всем правильную ук-

лодку первого бруска, и опять

ночолся отсчет времени. В те-

течение следующей 15-минутки
команде Хорватии удалось

решить зодочу. После этого

было показано место второго

бруска, и тогда успеха доби-

добились еще две команды: Япо-

Японии и Словении. США, Кона-

до, Аргентина и Турция спра-

справились с задачей после трех

подсказок, остальным понадо-

понадобилось четыре

По итогам двух дней места

распределились так: 1 —

США. 2569 очков, 2 - Арген-
Аргентина, 2224; 3 - Польша,

2134; 4 - Канада, 2103; 5 -

Турция, 2066, 6 — Чехо-Сло-

вакин, 1908; 7 — Словения,

1782; 8 - Япония, 1664; 9 -

Голландия, 1661; 10 —

Хорватия, 1609; 11 — Финлян-

Финляндия, 1149; 12 — Германия,
1118; 13-Венгрия, 737.

Конечно, жаль, что мы с

вами не были летом прошлого

года в Нью-Йорке. Но мажет

быть, не все потеряно, и

осенью этого года мы с вами

сумеем полость «о 2-й чем-

чемпионат мира, в чешский город

Брно? Во всяком случае, если

вы за 2—3 чосо решите 6 го-

головоломок, показанных на этих

страницах, вы можете считать

себя кандидатом в сборную
России. Сообщите нам в ре-

редакцию о воших достижениях,

и если удастся найти оргоии-

зотаров и спонсоров для

сборной, у вас есть июне пое-

хоть но второй и следующие

чемпионаты мира, эоявки на

организацию которых уже под-

оны Аргентиной и Турцией.
А но вопрос, кок стать чем-

чемпионом мира, ответил

абсолютный победитель в

личном зачете 1-го чемпионо-

тог канадец Дэвид Сэмуэль.
Он сказал: сЯ всегда решая

все голоооломки, которые по-

попадались мне на глаэо». Чем-

Чемпион мира
— доктор филосо-

философии, кандидат компьютерных

наук, ему 31 год..

Рисунок 1

Какое из изображений — A,BrC,D или Е — килнею» точным зеркольнъл? отражением крайней левой кортиики?
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Рисунок 2

Росстобьте по клеточком 30 слов, перечис-
перечисленных здиэу. Все они но розных нэыкох миро

имеют одинаковое значение — загадке ACFRTI-

JO — испанский; AENIGMA — латинский; AR-

VOITUS - финский; ENIM - креопьс*ий; FIM-
ВО -

Суахили; GATA - шведский; HADANKA -

чешский, словоцкий; KAHANI — пенджабский;
KAI - имари; KIMPAMPA — конго; KIRIGA — ки-

куии; ^IDYbHJE — албанский, MIKLA — латышс-

латышский; MOISTATUS - эстонский; MUAMMA -

арабский; NANF — -свойский; NA2O — япо-

японский; ONSGO — монгольский; PIRI — язмк ос-

трова Пасхи; PUZZEL — Датский; RATGATA — ис-

лондский; RATSEL — немецкий, RIDDLE — анг-

английский; SASIRTMACA — турецкий; TEKATEKI -

индонезийский; TOMHAS — ирла^ский, TREN-

CACAPS - каталонский; UGANKA - слове-

словенский; ULJHERA — хинди; ZAGADKA — польский.

В квадрате расставлены букв**, по одно* ю

каждого слово. Слова могут раслопагатьсн па

гориэантопи и вертикали.

Рисунок 4

Космический корабль гкэтол в пояс астероидов.

Чтобы расчистить себе путь, он выпустил четыре

летающие тарелки, которые с помощью лазер-

лазерных пушок должны уничтожить все астероиды.

Каждоя тарелко имеет энергии на дво выстреле.

Каждый выстрел уничтсжаот все астероиды,

встретившиеся на пути луча. Найдите 8 нопрсв-
пемии выстрелов, которые позволят уничтожить

все 12 астероидов.

Cvoimao цифр нуж-

нужно изменит», чтобы

суммо четырех

трехзначных чисел

было ровно 20019

Рисунок 3

Расположите числа от I да 12 то*, чтобы

чисел в кождом кольце была ровна 28.

Рисунок 6

Какую из букв — В, Н, О, S или X — нужно по-

положить на правую чошу четвертых веоод, чтобы

их уравновесить?

Публикацию подготовил А. Калинин



XXXIII Международная
математическая

олимпиада

И :nw pii.i традиционный
международный нрплдиик
HHIhlX МШСММГНКШ! IlCrif)

мири нрохо.шл u Motkiic

A0- 21 iikuii ИИ12 годн).

Л РоСГИН HfcHI.IHCh <M"O ЯЛ-

:)iiMK()ii-opi-aiiu:iiiTO|H>M. Hit

олпмнниду гм\\пл«гь .'$52

шко.-п.ннки ил (>7 cipjni. '.Vm

ргкорд пя нрсдыд> щгй

о.шмпнадг и Illm-iuiii были

MHTO -Крлгна»
МПЦ<Фи.!ТеХ*, ЛО«П|1ГГ-

роге*-. Федерацию ишапнси

мых iipfHJM-dHMHH Роггнн.

увгличн.тп. чнгдп команд

ил :rr<)ii

. КОНОЧНО. II

ii (|н>нд vHini^.K^cTi',. ди-

дирекции гостиниц -Са.ног* и

«П:<\Ш11:н>ши и Miiojiix Дру

nix lKiMonudiKon. oo.t кто-

рых Гм>1.ю Г»ы нгмыемпмо

нрошдети :п-у олимния;^1. О

том, iiix'Ko.ibKO СюМытк
:itii>4rniir у нас и <-1ранг

одимпиад. И н г'-х

'М'гки.ч (чи)ытпн\. ко

пережшшкп- f'rii'UHf мнении

щ рашл. По 1Нмож«'1И1Ю п

ирош-дгиии \Ь*жд\нл]и щои

илимпнады гт|1аиа т* может

иькпашп 1» собственную
команду, i'imu на щиммду-

ij(*'ii олимш^лдс у 1кч> иг

г-штлт» |

54 страны.

ti ДЛЯ :ьМОЛ(*МЫ 1Ми'-

дужи.| ннамок MI'N': hhtoi

рал. нродеггмм и .кмггл Мс

пиуга. на к:и**г*1»'п>м с|юш\
Иге организационные

\;ifnM)ii,i пыпалп пя долю

Mifiuirrvprrna оГфЛ^нкинш
Госгии. Могко1к-К(»A ик-у

родной математической

ОЛНМ|1ННД(\ М1>ИчН

ил нриистспнышых

miii к уч«ггникам и.о. н|н;д

(ч'длтелл iipiinnT(Mi,(*Tija Р<н*

run К.Гайдар"- мнииггря

"ore»л

и м:1рл \1(н-кны

П11ол1од«ч геля. Так и 1'лучи-

яое.ь и .п'ом году с команда

мп II гогу.тргги (A|>Mi-tuiH,

11 Цгнтрл научных сорпию

rtaniiii дли молод*1»!!: конеч-

конечно, flM.IO НС (И)ОН I'HCI) О4М

I'iKiHcoptHt. Мм or iM'cii дуги и

благодарим ннии'П» гене-

генерального <'по111'A[>а фирму
• Политик», и -1'ак;кс (|>нрмы

'Наука. Технологии,

Тр^'Лугт, тмимо. оГп.лс-

пенил тог факт, почему тик

pier*, till «Диалог МГУ».

¦¦ I Io;ir<vroiuiKMMiMf* к^м'ы

тоцц>1. KaitxiXtnain. .'lantini.

.'limia, \1о.|дг»пая (!лонсни>1.

Гу|1К\пмш<'гап, Украина).
Но предложению (>|>гкомн
гета нрпимтсльегиом Рситнн

было iipmurrv) |Hii[<-iuie при

гласить команды vni\ гос\-

.Ш|Н'Гн дли \'NH-ru» кие кон

Kvpfji (:m> ониачпет. что они

пс нолччали Mtvui.ni, а мо

исем остальном бы.щ ран*

попранными учлепнпкмбш)

и с регистрацн*'н (пагуса

О4|)иц1П1Лмюп1 наблюдатели.
Так что »ш следующую

олимпиаду, которая согт<1-

итс» йоюм ПИМ годл и Тур-
Турции, они емог\т
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Участники

Апс«гей Нагим

Дмитрий Ариккнн

Иаон ИэлА«<тьев

Андреи Мапсин

Влоди*л*о Некрашевич

Аршак Петросян

Руслом Иоиоклов

Опий Певцова

Михаил Нижупин

Дмитрии Корпов

Поееп KoxGBHvcoe

Алексей Чиликав

Страна

1 Китон

2 США

3 Румыния

4 СНГ

5 Англия

6 Россия

Гермонмв

8-9 Венгрия

8—9 Япония

10—П Вьетнам

10—11 Фромции

12 Югословия

С уMM I

баллов (из

42

ВОЗМОЖНЫ*]

31

42

30

32

29

"¦2

29

24

2?

19

32

32

ТАБЛИЦА 1

Сумма

баллов

(«Э 252}

240

181

17/

176

'

168

ISfi

149

U2

Ad

139

135

3

6

3

2

2

2

-

i

1

1

Медаль

евребряма*

золотое

серебрятся

эолотоя

серебряная

-

серебряная

бронзовая

бронэоео*

бронзомя

золотая

JOJIOTOB

Медали

С Б

3

2 ?

3
,

-

2 2

1 3

л 2

2 2

3 1

2 3

? 3

2 А

ТАБЛИЦА 2

официальные летними- каждой(Россия участаова-
Нослс принятия такого дав конку»нг па iipaiwx xo-

пришлось но премн зпики).И команд СНГ во

летних о5о|н>и шли:.Алексеи Погип (сп.

и» 12 кандидатов н команду 57,\\т\кпп) Л Дмитрии
ПИ" (которая была ii|>am»u Ариикил (<мп. 132, Харь-

|нчьмницгГ| команды СССР) кон),Htnin И^исстыо

п|н>рм11|м>рпть дне команды: (сш.». Сунн Кгцмжгкои

(Коинггпатскя» ели., с.

Крутые Горбы fwic.HCKoii

обл.), Аршик Петроснп
(ФМШ при КГУ). Команду
России н|ккдстаклялн: /'у/г

лип Исмиилол (СУМЦ,

Санкт-Негербург), Юлия

Певцова (с.hi. 2.49. Сянкт

Петс|и>ург), Милчшл Пику

лип (СУПЦМГУ, Москиа).
Дмит/шп Hnpivxi (ГЛ'МЦ.

г-Исп'рбург). Паш>л

(ели. 24, Ка-

Калуга), Алексеи Чиликов

(с.in. ЗГ>, Khik>b).
I Ьучнымм руководителя -

мн и их заместителями ко

манд СНГ и России были со-

коман;1у СНГ и команду

России но С учшггникоп it

обл.). Андрей Малютин

(СУМ IL Qhikt \ 1стс|Н>ур|),

| ;ша. ка<|к',чрой
li.Kr

кушкнн (:w\i. декана мате-

математического факулмчми

МИГУ), Л.Кунцон (доцент
МФТИ) и И.Дынников

(студент МГУ). Олимниади

как кгег,ча находила в дин

тура (в дна чин), потри за-

задачи и каждом, на решение

которых относилось 4,5

часа п каждом туре (клждил

задача оцепниалиа. » 7 бал-

баллон). Итоги нмстунлсннн

обеих команд приведены в

таблице I. Несмотря на то,

что но стигму |им'ламгиту

Междуна[м>лнан олимпиада

я n:iягтгя иидииидуалкным

еорепнонаннем. неофици-
неофициально ПОДШКЩТСН 1ГГОГИ КО

маняных вмггумлепнн, ко

п^рме нрннедеим таблице

2 (д.1Я 12 лучших команд).

Открыли- и закрытие

олимпиады проходили н

«русском* «тиле — с imirMt-

ем русских шчч'Н, плясок,

вручением хлеба-4-оли и т.д.

- и нсе.м очень nonpaiui-

.1ись. А и промежутке между

открытием и укрытием

были обгшрная :>кеку|мил по

ЧЬх-кие. вечера отдыха, од-

однодневная прогулка на
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гсп.шходс ihi Могкнс-рскс

:и;ск\ргии и (ieprneii 11<и*щ
и n K[H'M.n, Надеемся, 'ми

между многими участника

ми уоаштилнсь хорошие

Лр\жсстнс11ныс контакты,

которые не исчезнут и и бу-
.чушеч.

По, разумеет*:», главное

содержание олимпиады со-

riaiuim-T {мчш-ние ладнч.

Как нолннкшот ;>ги задачи,

кто их нреддаинт? .')ти во-

11|КН'Ы ШГП рССЧКГГ MIIOI ИХ, II

поэтому лдесь мм осшпо-

i'ii подробнее на ^липс-

iiuii кухне* о. i иmi i и

ады. li течение годи к Op
ГКО.МИ'ПТ 1).111МП1Ш,[|.| ОТ

каждой а •

гра и ы - участиицы

поступает до Ь* палач, кою

рмс должны быть in pn:iniii\

рнл.М'лои математики и

имен. pH:i.ni'iHi.iii v[H>nrui.

сложнектн. После отбора
осл-аютсн 20 — .40 ладач для

обсуждении II» ЖИ>рн. №

м ом году иод руководимом

доктора фи.1ик'»-мнтсм« и

чеекоч havk A.(Viiihi.ko и

к,тди,urru фи.шк<i - магема-

тнчеекнх наук П.Иагнлычш

[>абота но oi*6opy надач ло

общему признанию бмла

выполнена очень качшпнен

но; были ii[K»aiuLiii:iii[KWiaiiM

анто(иккно решенп» ллдач.

нрн.чумпны iioiHjH* решения.

н|н'дложгнм

ныг

Ниори
олимпиады, которш- но шм-

ожелшю <"(>поит и:1 игех мл

\4iiiiix руконоднтелей ко-

команд (щн-дгедатель до

ктор *|тлпко иаи'чапгич1

кнх наук Ю lime

[М'пко) orcmpa:io 0 -кадач.

ко-|юрыс н еогтлинлн .када

пне дли \ ч/if гни кои. Поелс

пнниеаннн [uiooi' и их и|н>-

нерки руконолше.н'М деле

гацнн и гп» :»амепи"имем

(рнботм imniNitji на |юдном

и:н.1ке)

координации ироаеркн.

нал комиссии \ рукоподите
ли A.dniHh-

ко и П.Каеильен) rjinmnin»

ег |иклуды'ачм проверки и

ет работы: при этим

hi на рабочих языках олим-

олимпиады русском, aiimiiiic-

КОМ. <||[»ЛПЦ\ЛСК<)М И Н( 1К1НГ

ком. ^aTi:M результаты ко-

координации сноки ген н об

uvyio таблицу и аьиичиина-

ИП1-Ц для лгеобщего обо^фе-
ннл. Координационная ко

миее iui. которая наечптмка

а» (»коло 45 'Н'лош'к, грабо
тала очень органн.шшшно и

i;ii;Liii(t>iimi[M>i3aiino. I Inv

кпжетия. что опыт работы
К1М)рдннпкио|1пон комиссии

mo;k4ui- бмгь v уенехом иг

iK>jii^i«>iijiii на будущих меж-

дунн|к>дных м

олимпиадах.

Задачи

1 (ПонннЗеландия), llaii-

Чиге иге целы*' чист «, Ьч v

laKiic, что I < п < Ь < с и

число («
- 1)F- 1)(г- 1)

пмлнеп-м делителем числа

isbr — 1.

2 (Индия).Пусть Л —

множество веех дейетин-

ПМ1.ПЫХ чисел. Найдите на-

функции/: It —> И такие..

(/(.г))'для игех л*, // ii:i It.

It (lurraii). И щки-траистпо

дпнм !) точок. никакие че

ti.i|m- ii.i которых не лежат »

нло41к<мпн. В<-е пи

кн ноинрно с*н'ди(геиы

. <)Т|М'.1ОК ЦОЖСГГ

бы м» ныкрашен и пиши или

красный мнет, или О4тптьси

незакрашенным. I Inидите

нанменмнег :шач<чп1е п та-

К(н\ что при люГюм накра-
лкн>ых /I <гГ|н*ако»

ел треугольник, иее

ГП>|НЛ1Ы К<ПО|К)ГО б\Д\Т ОД-

ОДНОГО цнетп-

4 (Фрпнцни). Па плоскости

лайм окружность С, примпл

/v. каспющаясл С% и точка М

на L. Паилнто множество

нее.х точок /*. удоплгтпоряю-

кцих следующему условию:

гущестнуют дш; точки Q% H,
лежищие- на Л, такие, что

Л/— середина Qlt4 и ок-

ружиоегь С nniieflii»

юлмшк I*QH
-> (Итв.1.п|). HytT
нрнмоугольнпн гнетемн ко-

ордннпт п щкн^транстие,

-S — конечное мпожехп во

точек 11|юггрпиетва и А"х, 5
f Sm— миоже.стиа ортого-

i a.'ihiiMX M|MK*icuiiii nrcx то-

точек 5 на плоскости Oyz4
Огхщ Oxi/ (чнгтвелпл'венно.

Докажите, что

\л\ об<кшпчается количсстбо

элементов конечного мно-

жества.4. 0|>того11а.1ы|ая
п|кнм:ция точки на плос-

icoci к есть (М-понапие пер-

перпендикуляра, проведенного
н» :>той точки на плоскость.

6 (Келикобритииии). Для
лн>боп> положительного ис-

лок» числа п черел S(n)
обозначим наибольшее це-

целое число такое, что при

любом целом A'f \ <к <

S[n), число п* может быть

прсу-тпн.ччю и к|{де суммы

А- квадрнтов Ц4'лых положи-

nviMii.ix чисел.

а) Докажитечто

S{n) <п' — Ы при любом

б) Найдитецелое число л

такое. mtoS(m) =* и2— 14.

и) Докажите, что существу-

существует б<*еконсчпо много целых

чисел /I гакпх. что

Sin) п
а. — 14.

Волерий Вавилов,
Борис Кукушкин,
Апексондр Фомин
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II Международная
олимпиада

^Интеллектуальный
марафон»
Г. 1 но 8 ноября 19?J года и

Зеленоград?ко на (iopci у Ьн i-

тийекого моря ирош.ш нто-

рпи международная тсчт-poft-
тингоная олимпиада •Интел-

•Интеллектуальный марафон -

92*.

Организаторы олимпиады —

московский интеллект-к.'1>€
*Г;1юои» при ушгтии и под

держке администрации кали-

калининградской о6ла1ти и шко-

школы-лицея -Nb23 Калинингра-
Калининграда. 90 inкольникоп, лицелк

тон и гимназистов из Кслару-
ги, Венгрии, Казахстана, Ук-

Украины и различных областей

н городов России (всего 20

делегации*) состязались п

трех видах программы ¦ - по

английскому языку, фнишкг
и математике.

Цель первого тура — опреде-

определить уровень владения аи-

глимгким языком как средст-

средством общения.

Второй — физический и тре-

третий — математический туры

проподилис!.. как и п 1991

году (ем. «Кпимт* .N» 7 за

1992г), ли исключением не-

незначительных изменении.

Так, на письменном этапе

как по математике, так и но

физике предлагалось не 12. а

в задач (они приведены

ниже; в скобках указано ко-

шчеепк» баллон). На устном

этане физического тура пред-

предлагались :шдпчи трех типом,

при решении которых нужно

было ироипнть хорошие зна-

знания ч орни, сообразитель-
ность и понимание физичес-
физической сущности явлений; ре-

решение задач ограничивалось

во нргмени (от 9 до 10 ми-

н>т).
Во ж-е,х турах максимально

возможное количес-mo 6а. i

iioit было риано ста.

В каждом ту|эс определялись

победители в личном и ко-

чшидиом зачете и но нгогам

всех туров — абсолютный

победитель. В личном зачете

им стал Виктор Перлин,

ученик \ I класса лицея Фи

лико-тсхничш-кая школа при

ФТИ им. Л.Им^!^ ((^аикт-

Петсрбург). Втрое ме**то на-

нанял П.шдилшр Замятин \\л

вятского <1>изико-мнтемпти-

ческого лицея; третьим ста.

Jlrmiud Коф M:it>upi№>.iw-
кой школы-гимназии №42.

В коминдном .№чет<' 1-е мес-

место, как и в нрош юч 1\>ду, ан

пял лицей ФТП1 при ФТИ

им. Л.Иоффе (Санкт-Петер-
(Санкт-Петербург); на 2-м месте — Физи-

ко-ма-п'МЯтичс4 кий пицеЙ \и

Вятки; па 3-м - (ЛИЦ МГУ

(Москиа).
Победители и призеры в лич-

личном и командном зачете

были награждены денежны-

денежными премиями, ценными при-

призами и памятными подарка-

подарками. Выли присуждены спе-

специальные призм: самому

юииму участнику
— им спал

Сер/ей //Мищенко A2 лет)
и» Ьарнаула, — и eraтини

традиционным почетный

ii]>n:i «•Мисс ()лимниадп - 92*

- Екатерине Mtumnoeou w.\

Cuhkt-I Jervirfiypm (Лкидеми-
ческая гимпплпн нри СНГ> )

ля лучший результат ср<-ди

депушек-учпетннц.

Upm dpHiv.'ibTKiix симпатий

Лpii.iMKiiii самоцнет* унса.ш

г D»6oii команда Вгшрии.
Победители и прнгигры и лич-

личном ;шч<ггс были удостоены

rOyioiioii стипендии Фонда

'Филантропия* при Межлу-
шцюднон ассоциации Фон-

Фондов Мира, возглпиляемой

Лнптолимм Кнрпоимм.
Но нк млрц<|миюм единым

(иусл'ь н 11цте-(.'1С1пуи imimm!)

жнк человек. В си<»6одное от

.шдач время (н^бятн познако-

познакомились с ку.1ьг>ро&

Калининграда (когда-то

Кр<ме1нч1, а-атсм Кгииг

(Чм'рг), побывали в му.№0 ян-

янтаря, картинной ru/icpcc,

съездили в национальный

парк на Куршской косе; мно-

много нового и забапного у.шали

0<v6e и своих друзьях-сопер-

друзьях-соперниках ин вечер** знакомств и

третья олимпиада состоится

в октябре 1993 года. Клуб
«Глюоиф- приглашает центры

но работ** с одаренными дчягъ-

ми, школы с углубленным
изучением физики, vaii-ма

тики и английского языка

принять в ией участие.

Заявки об участии в олимпи

аде просим высылать по

адресу:

115580. Мостт, а/я

Задачи

Математика

1. Какое из чисел 6<х1ьи[е:

G)

2. Докажите,что

12 1993 1994" 7968 6'

A4)

3. Решитеурапяеиие

(хе-х- IK+ (Zr*-fcr-

-7)л= (Зл*-2дг-8)а. G)

4. Втреугольник*: АНС про-

иедеиы ml шины ВМ н CS\

нгр*К'екакнтитя н точке О.

Найдите ЛС, если нявеетио,

чго в четырех\1ч>.1Ы1ик

AMOS' можно ппиепть ок-

окружность, и НС •= 2. \С «

-л/3. A4)
5. а)Докажите, что сумма

квадратов лк»бых 10 последо-

последовательных натуральных чи-

чисел м. нвлистгя ионным

6) HaiUitTC 11

тильных натуральных чисел.

сумми К1Шдратоп которых я»

ЛЯСТСЯ ПОЛНЫМ 1С1ЩД|ЖТОМ. @)
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6. riyi-тьa — icopnib уравне-

уравнения

Xя + px + q
~ О, а p — ко-

корень у|*аншч1ия

x2 — px
—

q
= 0. Докажите,

что меж;*у числами аир
ннйл<ггся корень уравнения

х'- -2px-2v-0. A6)

7. Втреугольнике /4/JC через

С1т|н'дину А' биссекрисы lih

нрошмена прямая, перпенди-

перпендикулярная Ш) и пересекаю-

пересекающая прямую АС п точке I:

Докажите, что

ркг = ЛИ ЕС, (9)
8. ftкаждой клетке таблицы

тхп стоит»липицп. Ph:i[m-
шаетч'я взять произвольный
кн ifMTHic 2x2 и поменять п

нем знаки у всех чисел. При
каких т и л можно с по-

помощью таких операций полу-

получить «шахматную* расста-

новку знаков в таблице?

A6)

Физики

] . Через неподвижный блок

перекинута веревка, на од-

одном конце которой закреплен

груа массой М (рис. 1).

Муфта массой т скользит с

постоянным ускорением а

отно<'нтелы1о веревки. Пай

дит*; гилут|*ения муфты от-

|1осит*члы10 веревки. Массой

блока. кг|н*пки и тр4*нием в

блоке можно пренебречь.
(IU)
2. К маятнику АИ с шариком

массой М подвешон маятник

ПС с шариком массой т

(рис: 2). Точка Л совершает
колебания в горизонтальном

направлении е периодом Т.

Найдите длину нити ВС, если

известно, что нить АН все

время «мтается в кертнкаль-

ном положении. (Itij
3. Две горизонтальные полу-

ri, расположенные

Рисунок?

на высоте h одна над другой,
плавно переходят друг в

друга, как показано на

риг.З. По верхней полуплос-
полуплоскости под углом а к направ-

направлению на спуск движется го

скоростью v небольшой бру-

брусок. Как он будет двигаться

но нижней полуплоскости?
lipyroic иг подпрыгивает,

трения ист. A4)

Рисунок 3

4- Планету радиусом г и мас-

массой Л/ окружает равноплот-

нал атмосфера, состоящая №i

газа с молярной массой М.

Какова температура атмос-

атмосферы на поверхности плане-

планеты, если высота атмосферы
Л? A0)
5. Внутри большого сосуда «¦

гглием при давлении/»
— 1атм

и температуре То ™ HOi) К на-

хлдится маленький теплоизо-

теплоизолированный откачанный со-

сосуд. I In короткое время в

стенке маленького сосуда от-

открывают не(ю.1ыное отверс-

отверстие, при угом некоторое ко-

количество \t\iuH чрепсвает во-

войти и jtot соелд. Какая т*'м-

пература установится в нем?

A4)
6. Ветакнн. содержаний гп-

= 200 г во.чы. опускают ппг-

реватель мощностью Г
=

m 50 Вт. Максимальная тем-

температура поды после. 1ли

телыют пагров&ния гоетаа

ляег в вто.м случае tt
= 55° С.

За какое время вода остынет

на Д/ = 1°С после выключе

иия нш ргпателя? Оцепите

макгнма.1Ы4ун> температуру

коды и стакане при увеличе-

увеличении напряжения и сети на

20% ь Температура воздуха

/=20°С. A4)
7. Плоскийконденсатор име-

имеет емкость С. На одну из

пластин конденсатора помет-

тили -шряд +</, а на другую
- заряд +4<j. Опрсдел1гте
разность потенциа.1он меж.чу

н.шетш амн конденсатора.

8. Электрический прибор
подключен к сети напряже-

напряжением Uo •• 220 R нос.кмона-

T1MI.HO С [КМИГГОрОМ СОПрО-

тивлсиисч R 100 Ом (рис.

4). При этом амперметр но-

казынаетток / = 0,5 А, воль-

вольтметр — напряженно U ~

•-200 В. Какую с\к иною

мо кность потребляет при-

прибор? A2)

готовили

И. Алъмин*)гроа и А.
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КВАНТ ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

Задачи («Квант» №1/2}
1- Вес ребята получили по одинаковому куску

торта. 2. B64J-69696.
3. Уклллннаяв .«даче ситуация возможна

лить для правильного тстрзмра, у которого 6

ребер. Грань, на которую упал тетраалр, имеет

номер 2. Итак. 6 + 2 = 2\

4. Пустьдлины ребер кирпича
— а, Ь и с,

плотность — р, а давления в трех положени-

положениях—Г,. Я2>^Р,. Тогда

откуда г

аналогично Ь = ~ « а = *Й-.

С\едовательно масса кирпича pinna

т =
i

pV
Поскольку даоление стенки высотой Л равно

/> = p^i, то

Подставляя это значение р п формулу для

массы кирпича, получим

т =
1368 ¦ 2581 • 5404 • 16

4 кг.

(88200/. 9,8

5. Проведемв круге еще 4 с>т]кьзка: ADt EF —

рлпимй и плраллельный АВ, FC — равный DE,
и PQ — равный и плраллельный FF. Круг
разбился на 5 пар равных частей, причем в

каждой паре одна часть синяя, а другая
желтая (рис. 1).

Ложка дегтю в кочку щда

1. Тень. 2- Тень. 3. Свет'4- Тепло. 5. Гром.
6. Гром.7- Роса.

Конкурс «Математика

|*Квант» №10,11 1992)

4. Сначала заметим, что бегемот — травояд-

травоядное животное и поэтому рыбу не ест. Из ос-

остальных меньше всех съел гавиал (разновид-
(разновидность крокодила), а поскольку трое съели 37

рыб, то он съел не больше 12-ти. Если обозна-

обозначить число съеденных нм рыб черев х, а число

рыб, съеденных пеликаном, через у% то кдша-

лот съел у*/х рыб. Из условия

или х1 + ху + У
— 37х — 0. находим, что

У
™*

т

Для того чтобы выражение под рмикллом

было квадратом рационального числа, необхо-

необходимо, чтобы либо число 148= 374 делилось на

х, либо х был бы квадратом целого числа. А так

как X ? 12
f то следует проверить лишь x=z \ t 2,

4, 9.Только при х = 9 иол корном будет квад-

квадрат р^^юналыюго числя 121/9 ^= =A1/3I,
спхюа&у= 12,у1/х= 16- Итак, бегемот не ел

рыбы, поскл\ьку он — всатарианец, гавиал съел

9, пеликан IZ и ктидлот 16 рыб.

5. Соединимточку М со всеми вершинами и

серединами сторон треугольника ЛВС (рис.2).
Если хотя бы один из отрезков AM, B3A, СМ бу-
будет не менее чем вдвое больше жггя бы одного

из отрезков .МР, MR, MQ, то и максимальный

из отрезков, соединяющих точку М с верши-

вершинами, будет не менее чем вдвое больше мини-

минимального отрезка, соединяющего эту точку с

серединами сторон. Выберем из углов АМВ,

ВМС. СМА тот, который не мсньше120°.

11усть это будет угол АМС, тогда сумма углов

MAP и МСР не больше 60°. Приставим теперь

треугольник МСР к треугольнику AMP так, что-
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м

Рисунок 3

бы сторона PC совпала со стороной РА

(рис. 3). Вершина М попадет о точку А^. По-

Получится треугольник MfAM. Так как угол §AtAM
равен сумме углов MAP и МСР, то он ие боль-

больше 60° . Следовательно, один из углов AMtM и

АММ, не меньше 60°. 11усть это угол АМ%М.
Как известно, в треугольнике против большего

угла лежит большая сторона, поэтому AM >

>ММ} — 2МР. Утверждение доказано.

6. Рассмотрим команду, одержавшую на-

наибольшее число побед, число которых обозна-

обозначим через т Тогда tn команд, побежденных

ею, провели между собой т(т - 1)/2 матчей

и поэтому имеют вместе не менее

»я(и| -1)/2 очков. Отсюда ж (mi - 1)/2 ? m и

т 5 3. Аля каждого из случаев m — 1,2,3 нахо-

находится единственный вариант турнирной таб-

таблицы (рис. 4, а,6,6), поэтому в турнире учас-
А * С О Л» С О

г;

твовали 3 или 4 команды.

7. Услопие увеличения или уменьшения числа

показанных серий на 40% соответствует ум-

пожсиию числа показанных серим на 7/ 5 или

на 3/5. Пусть п — число показанных в 1988

а

году» тогда в 1989 было показано п— серий, в

5

а Ь
1990 голу — N серий,о 1991 году —

5 5

a be abed
п и в 1992 голу — п ¦——,где

5-5-5 5-5-5-5
числа atbtcud принимают значения 3 и 5.

Так как число серий, показанных в 1992 году,
— целое, то п делится на 54 = 625. С другой

стороны, известно, что в год показывалось не

более 366 2 = 732 серий, поэтому п
= 625. В

1989 году количество показанных серий равно
3

625 - — = 375»т.к. если бы их было больше, то

их было бы 625 • ~ = 875, что больше 732.

Итак, за два года было показано 625+375=
= 1000 серий. Если бы в 1990 году количество

показанных серий еще уменьшилось, т.е. было

бы показано 375 • — = 225 серий, то за три

года было бы показано 1225 серий и в 1990

году не могла быть показана 1230-я серия.

Поэтому в 1990 году было показано

375 ¦ - = 525 серий. 1230-я серия была пока-

5
зана не раньше, чем нз 230 : 2 = 115-й день

1990 года- В 1991 году количество серий не

могло увеличиваться, так как в этом случае

было бы показано 525 • —
= 735 серий, что

больше максимально возможного числа 732.

Значит, в 1991 году было показано

525 ¦ — = 315 серий. В 1992 году могло быть

5 3
показано либо 315 ¦ — *= 189 серий, либо

n.lioi315*—= 441 серияЛ1о на 441 серию понадо-

понадобится не меньше 221 дня, а последняя серия

была показана не позже, чем за 148 дней до

конца. Поскольку 221 + 148 = 369 > 366, то
такого быть не может. Следовательно, в 1992

году было показано 189 серий, а всего в сериале
625 + 375 4- 525 4- 3154- 189 = 2029 серий.
8. Числомудовлетворяющим условию, являет-

является, например, 995 = 970299. Действительно,

сумма умфрнеменяется при указанных перестанов-

перестановках, поэто^ все ге^учаодаечжляделятся на 9; кро-
кроме того, вес они будут делиться и на 11 - Действи-

Действительно, пусть число abedef делилось на 11.

Рассмотрим число bedefa.
Сумма abedef + bedefa = llbcdef + 100001л,
но число 100001 = 11-9091, поэтому сумма
делится на 11. Если же сумма двух чисел де-

делится на р и одно из слагаемых делится на pt
то и второе тоже делится на р.

9. Разрежемкубик по красным линиям. Если

при этом он распадается на две или большее

число частей, то это значит, что на его поверх-
поверхности есть замкнутые линии, состоящие из

красных отрезков. Если кубик не распался на

части (всего одни кусок), то будем отрезать

квадратики по синим линиям. Чтобы разрезать
весь кусок из 24 квадратиков на отдельные

квадратики, необходимо сделать не меньше 23

разрезов, но у нас всего 22 синих отрезка. Сле-

Следовательно, предположение о том, что после

разрезания по красным отрезкам кубик не рас-

распадется не части, неверно.
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КАЛЕЙДОСКОП КВАНТА

1. Нет,поскольку в данном случае электричес-
электрическое и магнитное поля постоянны и не связаны

между собой.

2. Автомобильныйприемник обычно прини-
принимает прямой сигнал передающей станции, в

котором электрическое поле поляризовано

вертикально. Чтобы мощность принимаемого

сигнала была максимальной, приемная антен-

антенна тоже должна быть вертикальной,

3. Короткиеволны распространяются ни боль-

большие расстояния благодаря многократным отра^
жениям от поверхности Земли и от проводя-

проводящих слоев атмосферы (ионосферы). Что и при-

приводит к возникновению на Земле зон молчания.

4. Вотсутствие прямого солнечного излучения

ионизация молекул в моносфере уменьшается.
Это увеличивает ее отражающую способность

и способствует распространению электромаг-

электромагнитных воли на значительные расстояния.

5. Морскаявода сильно поглощает электро-

электромагнитные волны.

6. Дляопределения расстояний до Луны и планет.

7. Ультракороткиеполны, на которых осущес-

осуществляются телепередачи, распространяются

практически но прямой, потому что ионосфе-
ионосфера для этих волн прозрачна, а наземные пре-
препятствия они почти не огибают.

8. Вследствиеобмена энергией в результате
теплового излучения

9. Да,испускает.
10. Стеклопоглощает кяк инфракрасные, так

и ультрафиолетовые лучи.

11. Ультрафиолетовоеизлучение от естествен-

естественной зелени и предметов маскировки различно,

поэтому различно их действие на фотопленку.
12* Энергия рентгеновских квантов не может

превышать энергию, выделяющуюся при тор-
торможении электронов.
13. Можно, так как длина волны гамма-лучей
еще меньше

Микроопыт. Отражать инфракрасные лучи,

испускаемые спиралью.

ШКОЛА В КВАНТЕ

НЮШКНОВОШЫ! АРИФМСТИКИ

1. а) 7; б) 6; в) 3. 3.1; 9.

5. Уравнениех2 == 1 имеет в указанных ариф-
арифметиках следующие решения:

BZ?-{I;6};BZk-U;3;5;7};n2;-{l;8};
в Z,, - {1; 10}; в Z,2 - {1; 5; 7; 11}; g Zn -

{1; 12}.
Уравнение х1 — — 1 не имеет решений в 2^,
2^, Z9? Zir ZI2; в Z,, его корки {8; 5}.

6. 59делителей нуля.

7. Указание.Заметьте, что 1992 "= — 1 в ариф-
арифметике остатков по модулю 1993; аналогично,

1991 =-2 и т.д.

9. Указание. Вычислите значение этого выра-
выражения в Z.

11- Указание. Поскольку р просто»

(.Р *~ 1) 1= ~ 1 - С другой стороны, остатки но

модулю р естественно разбиваются на пары

вида а и (—а) (так./*— I — —1,/j— 2 = —2

и т.д.), поэтому
(р-1)!=1-(-1) 2-(-2)__.2Ь(-2*) =

= «2*)!)* = -1, т.е. уравнение х* + I = 0

имеет 2 корня: {2ку.\\ — Bк)\.
12. Эта задача (Ml 357) была опубликована в

«Задачнике «Кванта», ее решение приведено в

№1/2 нашего журнала аи 1993 год.

15. 3; 10; 12.

16. Указание,а) Если а * 0. то a4 ss 1 в Zs. б,в)
Найдите порядки остатков 3 и 2 в Z*.

17. Указание.Рассмотрите остаток данного

числа по модулю 19.

19.6.

20. Указание, а) Число 263 — простое, поэто-

поэтому 2т - 1 = BШ - 1)J2131 + 1) делится на

263. 6) Положим 2* — а
, тогда

- a+ l);nep-
оый из сомножителей делится ни 3*\ второй —

на 3, но не на 9.

21. Решение. Допустим, что р
= 4к + 3 и

jr=-1 bZ,.
Тогда хАк+гГ= 1. Но л-2 = — I в Z , откуда

чие.

22. Решение.Допустим, что тзких простых чи-

чисел конечное число: pltp pis.Рассмотрим
число ^{р\Рг-Р„У1 "*" 1-Тогла оно либо простое

(и именно такого вида, как нужно), либо де-

делится на некоторое простое число, отличное

от p{t /^к-»/?т. Но такое простое число имеет

вид 4к + 1, как было доказано в предыдущей
задаче.

23. Указание,w — наименьший показатель

степени такой, что IO  делится на д.

ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Экстремумы в задачах по физике 2. а= arccos(Л/з) = 55е.

3. тх= mt. 4. R = г: Pnw =
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ВАРИАНТЫ ВСТУПИТЕЛЬНЫХ ЭКЗАМЕНОВ

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

им. М,В. Ломоносова

Математика

Вариант 1

1. кFп+ 1) / 6 , п € Z. Указание. Выполнив

замену и — х — ¦—

, приведите уравнение к

виду |cos «| = 1 + 7 sin и,

а затем возведите в квадрат и решите получен-

полученное уравнение относительно sin и. 11ри отборе
корней последнего уравнения воспользуйтесь
условием 1 + 7 sin и ? О.

2. Напродолжении. Указание. Точка А не мо-

может лежать ни на отрезке PD, ни на отрезке

D& В самом деле, если бы точка А лежала на

отрезке PD, то ZSAD как внешний угол в тре-

треугольнике PAS был бы меньше внутреннего

угла SPA. Аналогично, точка А не может нахо-

находиться па отрезке DR

p + q + pq
3.

если р * 0, 1/6 при р
= 0. Указание. Если

/? * О и ^ з* О , перейдите к основанию }>, при

р= q—О, т.е. при_у= 1, lo%{XZy*^xz =1/6.

4. 36. Решение. Пусть на новом станке рабо-
рабочий производит п деталей в час и выполняет

дневную норму за т часов. Тогда
тп= 2(т — !)(«— 1), откуда

т = 2 +
и-6"

Поэтому (так как « > 8) либо п = 9, либо

п - 12. Но тогда ш — 4„ либо га = 3. В обоих

случаях тп= 36.

5. 8. PtMeHue. Спроектируем обе прямые ня

плоскость, перпендикулярную прямой ^.

Пусть проекцией прямой ^ будет точка М

(рис. 5)г проекцией прямой р — прямая р',
проекциями точек А, В, С — точки А',В\С'
соответственно. Тогда А'М = 17 , Б'М = 10,
C'W ш 8, В'С' / А' В' = ВС / АВ = 2 / 3, и нуж-

нужно найти расстояние от точки М до прямой

р . Положим В'С' = 2х > А' В' = Ъх. и по тео-

реме косинусов из треугольников А С М и

BCW с общим углом С = у получим:

82+EхJ-17г
т 2-8-5х 2-8-2х

откуда х = 3f cosy = 01 т.е. С'МХ А'С', а ис-

искомое расстояние равно СМ.

6. (-oo;-2)U@; l)U(l;+~). Указание. Перепи-
Перепишем данное неравенство так:

) Z 3
2

Лсвдя часть его — квадратный трехчлен отно-

относительно а с коэффициентами, зависящими от

х. Для того, чтобы квадратный трехчлен с пол-

положительным коэффициентом при а1 прини-

принимал положительные значения хотя бы в одной

точке отрезка [—1;2], необходимо и достаточ-

достаточно, чтобы он был положителен хотя бы в од-

одном из концов этого отрезка. Получаем сово-

совокупность неравенств для х\

Вариант 2

1. Второечисло больше.

2. nDk+ 1) / 2, к е Z. Указание. Уравнение

приводится к виду|cos2x|sinx= \, откуда

следует, что sinx = 1, |cos2x| - 1.

3.[2;II). 4. 11 часов.

5. E + -Дз) / 4. Указание. Треугольники АВК

и САК (рис. 6) подобны, поскольку

Z-ЪАК— Z.KCA (первый из этих углов
—

угол
между касательной АВ и хордой АК окружнос-
окружности АКС, а второй — вписанный! опирающий-
опирающийся нл. дуг>' АК той же окружности). Аналогич-

Аналогично, ZABK= ZKAC. Поэтому
ВК

_

АК
_

АВ
АК~ СК~ АС

откуда следует, что

КВС) СК' АК СК
~

4'

т.е. АС=2АВ-

Пусть ZBAC = у,АВ= х. Тогда

Рисунок 6
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ZAKC = я - у. a ZBKC = 2y. i 1риме-
няя теорему косинусов к треугольнику ИКС.

находим, что БС= 10, а из треугольника АЕС

также с помощью теоремы косинусов нахо-

находим X.

6. а > 2я - i. Укдзйнке. Пусть у = х
г
- ах .

Исходное неравенство принимает пцд

¦| j - у < sin у + cosB_y + -^ ), или

Далее

и, наконец,

1{2у -1) + SinBj- - fX -| J + sin j-,

откуда, положив t = 2j
-

-j > получаем нера-

неравенство

Ф(О <Ф(З'). (*)

где ф(^) = -^-f + sin^. Функция <р(О позраста-

ет на всей числовой прямой, и поэтому нера-

неравенство (*) равносильно неравенству t < у,

т.е. неравенству у < ~ . Итак, для всех х из

промежутка [я;2я] должно выполняться не-

неравенство х1 - ах - -2- < О,

последнее же условие эквивалентно системе

mj двух неравенств

- - < 0.
4

Вариант 3

{
e Z.

6 ^p^. Указание. Пусть БС= J, ZA = a,

ЛС = ft. ZB = P. Тогда ZCPK = a, /1CQL = p
(это углы, стороны которых перпендикуляр-

перпендикулярны сторонам соответствующих углов треуголь-

треугольника ABC), и 2psma = Ъ, Z^sinp = a. Поэ-

Поэтому рд ~ ah / DsinasinP) = R2. Итак,

х > О,

(-х/3) при х < 0;7./(*) =

корни уравнения: 81, - 1/9.
8. R]2-/3cos<p-3|/Csin<p).
PeuwHue. Пусть S — вершина конуса, 5' — ее

проекция на плоскость ct, Ott0zt0$ — цент-

центры шаров (рис. 7). Так как треугольник

0}0г0з правильный, то

jOi=2R?- = R.

Предположим сначала, что вершина конуса S

расположена над плоскостью (X и N — точка

касания конуса и шара с центром О\.

Соединим точки О\ и N, а на продолжение

отрезка OiN опустим перпендикуляр S L

(рис. 8гй). Проведем KJ,||5S . По построению

Рькунсж 6, о

SKLS —

параллелограмм, так что искомое

расстояние d равно KL Поскольку

' <p(углы с перпендикуляр-
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ными сторонами), то

KL =

5 О | cos<p = Rcos<p.Наконец,

-R
=
Я

СО5ф —sin <p sin ф ^ 3

Если точка О расположена под плоскостью Ct

(рис. 8, б), то N1 = R - LOi и

d = ЛC - 2V3cos<p) / Csi»<p).

Вариант 4

1.- 1.

i,me Z.

Указание. Неравенство равносильно системе

О 5 sinх < 1 / 2. 3.10 ± 4V3- Указание. Пусть
О — центр искомой окружности, S — точка

ее касания с прямой СО. Проведем ON|AD,
OP и DT1AD (рис. 9). Так как DQ= 2. то АР
= PQ=3.

D

Тогда OP = vx2 — 9 ; с другой стороны,
ОР = IV = ТЫ tg30°= (ON - OT)tg30°=

= BOS - PD)tg30°= Bjc - 5)^.
Получаем уравнение

4. [15; 40] (в процентах). Решение. Пусть в

единице массы нового сплаоа содержится х, у,

Z единиц массы первого, второго и третьего
сплавов соответственно. Требуется найти ин-

интервал, в котором может принимать значения

величина а = 0,45х + 6у при условиях

x + y + z = I.

0,3^ = 0,2.

Выразив Ct через xt получим а
= 0,4 - 0,

где 0 < jc < 1 / 3. Следовательно,
0.155 а 5 0,4.

5. а) (-23; 0); 6) (-оо;-23)Ц@;+~). Реше-

Решение. Уравнение равносильно совокупности че-

четырех систем

х - *2 2: 0,

х + 4* ? 0,

КМ)

х - k1 St 0,

л: + 4к 2: 0.

6
'

Первая из них имеет решение

вторая решений не имеет, третья равносильна

совокупности систем

четвертая равносильна совокупности систем

<о!
к(к -1)

В итоге х= 'при к < —23, х й 92 при
6

?= -23, нет решений при -23 < к < 0,

л: 5 0 при к = 0, х =— при к > 0.
6

Вариант 5

1.-— ±— + —, JteZ.2.13.
36 18 6

3. 216. Ук^закиг. Пусть О — центр окружнос-
окружности, К — точка касания окружности с прямом

PQ, а /МРО = а иМР=х (рис. 10). Тогда

QP = х /cos2а , MQ = xtg2a, причем

1

cos 2а

4. A2;—8). Указание. Выделяя полные квад-

квадраты, приводим систему к пилу
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поэтому

откуда следует, что р
= 12. Дальнейшее ясно.

5. 5. Решение. Из условия следует, что

0<u<l,0<i;<l. Положив и = sina,

v = cosp , где Оир —

острые углы, перепи-
перепишем систему неравенств так:

> г%

гг -2qrco$a,

q2sin2a ? (q2 + г2 - 2^rcosa)sin2p.

Докажем, что числа р, qt r являются сторона-

сторонами треугольника, а а и р — его острыми уг-

углами, противолежащими сторонам paq соот-

соответственно, причем все неравенства на самом

деле являются равенствами.

Построим треугольник со сторонами q и г и

углом а между ними. Пусть ~р — третья сто-

сторона этого треугольника (рис. 11).

Тогда^
pcosp + ?cosa » г ? pcosP + flcosa,

откуда следует, что

pcosp 2 pcosp. (•)
Поэтому cos Р > 0, т.е. Р <

у ¦

Из второго неравенства получаем (теорема
косинусов), что р ? (р) , т.е.

рЪ"р. (•¦)
Потеореме синусов q sina = р sin P. Поэтому

T.c._sin p S sinP, а так как р -- острый угол,

то р i p. Но тогда cosP ^cosp и, в силу (•),

~р% р. Сопоставляя это неравенство с (¦ ¦),
получаем р^ р. Но тогда р - р и все нера-

неравенства системы являются равенствами.

Пусть R — радиус окружности, описанной

около треугольника PQR, Данная в условии ве~

, if 4p q} 10R
личина/ ^ —I —*— + -*- I = ¦ ¦

, поскольку
г \ sina smPJ r

p = 2Rsina,

Р

Но для всякого треугольника г < 2R. Поэтому
/5 5, причем наибольшее значение/достига-
значение/достигается при r= 2R, т.е. когда угол PRQ — прямой.

Вариант 6

l.RDJt-l)/8;nD*'
2. 90%. Указание. Пусть х, ^, г — расход го-

горючего при полете в метеоусловиях А, Б и В

соответственно, а S — нормативный расход.

Тогда

? + 2+* =
*M

2 3 6 300
'

Зг 925

1000

х

4+4

?+JU.-22L,.
4 4 2 1000

Из этой системы мы должны найти

CzWQO.
3. 0.Указание. Выполните замену

г = 3x/2tt * 9, а затем решите полученное

уравнение.

4. 81(VF-1)/2. Указание. Пусть

ZD0,N = 2a, ZCO2M = 2р , PN= x

(рис. 12). Записывая отношение площадей,

получим sin2p - V3 sin 2a. Из теоремы сину-

синусов следует, что sina / sinp = V2 - V3 . Из

этих соотношений находим:

мп a: ,cosa
'

fxemor 'л
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smP= 1/2, cosP = S/1.
Кроме того, PMcosa + PNсо*Р = 18 , что дает

возможность найти х, а затем и площадь треу-

треугольника MNP.

5- (-<*; 5 / 3). Указание. Данное неравенство

нреобрнзуется к виду

д < —

Правая часть оптимальна и равна 5/3, когда

выражение в скобках равно нулю, т.е. при

х = 8/3<=[1:6].

Вариант 7

1. 184. 2.

Mr7'"
4. ±-arccos^ + nn. oeZ. 5. 155^3/84.

6. A;513 / 2;128).(-1;-513 /2;-128).

Указание. Докажите, что в области допусти-

допустимых значений левая часть уравнения нсотри-

дательна, а правея
— неположительна.

Следовательно, обе они должны быть равны

нулю.

Вариант 8

1. nBk + I). Jt e Z. 2. а = 2,* = -8,с = 8.

3.[l/81;0)U[3;+oo).
4. 60.Указание. Пусть S^q — S. Из условия

сразу следует» что АВ= BD, AF= FD (рис. 13).
Поэтому SABF ^ SBl)F = Srx:/: = S / 3, но

S =S =5Snc=x/4

т.е. — + 5 = —, откуда х
= 60.

4 3
5. 4;19/4. Указание. При х < 0 и х ? 2 полу-

получаем уравнение х2 — х + 2 — с = 0, имеющее

один корень, принадлежащий указанному
множеству при 0 < с < 4 , и два корня при

При 0 < х < 1 приходим к уравнению

зс — Зх— 2 + с = 01 имеющему в указанном

промежутке один корень при -2 < с ^ 2 и не

имеющему корней, принадлежащих множест-

множеству 0 ^ л: < 19 при остальных с.

При 1 5 х < 2 получаем уравнение

3jc2-9x + f:+ 2 = 0. Его корни в нужном

промежутке: при с — 19/4 — один корень и

при 4<с<19/4 —

два корня, при осталь-

остальных с исс корни вне множества 1 ? х < 2. Ос-

Осталось полвести итог.

Вариант 9

1.1. Ьх = -1,2*х<5.
3. 133и 54. Решение. Пусть х — число рабо-
рабочих в первой бригаде, а 2р — количество дета-

деталей первого типа, которое один рабочий дела-

делает Л1 единицу времени. Тогда 187 — х — чис-

численность второй бригады, а Ър — количество

деталей второго типа, которое один рабочий
делает за то же время. Для изготовления дета-

деталей первого типа потребуется время

t ,(х) = 5000 / Bрх), для изготовления дета-

деталей второго типа —

1г(х) = 3000/ОрAЫ-х)). Время f(x) вы-

выполнения всего заказа будет равно наибольше

му из двух времен 11 ht1:
f(x) = max(ritt2) = 1000/(x) / p, где

/(x) = maxE/BxI l/(l87-x)).
Таким образом, задача сведена к поиску нату-

натурального х, 1 5 х ^ 186, доставляющего мини-

минимум функции /(х). Минимум функции Дх)
на отрезке [1; 186J достигается при

4

х. = 133—, являющемся решением уравнения

5/Bх)=1/A87-х).
¦ Поскольку х ф ие целое число, а функция /(х)

убывает на промежутке 11: x ft I и возрастает

на промежутке I х.; 1861, остается сравнить

значения функции Дх) в двух соседних с х,

целочисленных точках Х|
= 133 и х^- 134 и

убедиться втом, что/A33) < /A34).
4. 27Г/3. Указание. 11родолжите ребра LK и

NK за вершину К и найдите смежный с иско-

искомым плоский угол с вершиной К и стороной
КМ.

5. 1.Указание. Пусть QL =2yQM= m. QK = к,

QN = п, ZKQN = 2а
, PQ = х. Опустим пер-

перпендикуляры U.J и ММг на прямую PQ (рис.
14). Треугольники LLXP и ММ^Р подобны, по-

поэтому

2 cos а х * /sin а

тcosа х - т sin а
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,-,

Отсюда имеем

аналогично

Ъкп

к-п

X

sin a

21т X

sin а

Условие равенства плоиумеи треугольника

J QiVJ и четырехугольника KLMN запишем п

виде bi - Ьп - Ьп и учтем, что к = 6, п = 4.

Отсюда и из (*), (¦•) находим w — 3 и

.MN=w-m= 1.

6. А = 4; 9/4ZbZ5/2. Решение. Изобра-
Изобразим на плоскости (x9b) множество точек,

удовлетворяющих данному неравенству. При
этом удобно, раскрывая модуль, перейти от

неравенства к сопокунности двух систем:

1Ь
^-х, \Ь? -х.

б?-{*-3J/2 + 9/2, \ь>х2 /4.

Иа рисунка. IS кидио, *ito при любых Ь цело-

целочисленных решений будет не более трех. Ро-

Ровно три целочисленных решения будет насчи-

насчитываться при Ь = 4 (это х = —4. —3, —2) и

при Ьч удовлетворяющих неравенствам

9/41*^5/2 (х=-3,-2,-1).

Здесь нижняя и верхняя границы диапазона

изменения Ь совпадают с ординатами точек

пересечения вертикальных прямых х — —3 и

X =
— 1 с соответстпующими параболами.

Вариант 10

1- п{Ък - 3) / 2, А: е Z. . Переписав

нерапенство в виде 2sin(— + —) ? sin x - 3,
2 4

заметим, что левая чясть его не меньше, а пра-

правая — не больше числи —2. Отсюда следует,
что оно равносильно системе

sm(— + —) = -1, sinx = 1.
2 4

Указание Данная система равносильна системе

0,5л:+ 0.4^^1.

3- 2. Решение. Трапеции ABCD и ACDE имеют

не только равные основания но и общую
боковую сторону CD (рис. 16),

поэтому они равны. Следовательно, равны

дуги ВС, DE и дуги А В, СО и А Е.

Обозначим угловые меры дуг ВС и DE черед
а , а дуг АЪ, CD и АЕ через р ; кроме того,

пусть К ¦— искомый радиус. Тогда

S*aik =~ADDEsin--

Поскольку

3 2 2
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3
—, К = 2.
2

4. u= 6,Р Ухауание. Вычитая из первого

уравнения второе, убеждаемся, что общие

корни этих уравнений являются корнями

уравнения х - 2х = и
-р. (•)

Умножив последнее уравнение на л: и вычитая

из второго уравнения, получим, что они также

удовлетворяют уравнению
2

2х
2
+ (и - » - 6Jx - I? - О. (*•)

Умножив уравнение (•) па 2 и вычитая mj

уравнения (**)» получим, что линейное урив-

пение (и - v - 2)х + 2г< — Зг =* О имеет 2 раз-
различных корня. Это возможно лишь тогда, кг

да и - v - 2, lu = 3i>.

5. 3v3 . Ргшение. Рассмот]>».м проекцию тет-

раэдрл на плоскость, перпендикулярную XY

(рис. 17). Пусть точка Н' — проекция точек

S

17

X, Н, V, точка Р* — проекция точки Р, точка

Q' — то киQ и т.д. Так как X — середина PS.

а У — середина RQ, то Н* — «герелини R'Q' и

РУ.т.е. P'Q'S'R' (рис. 18) — няраллелог-

рамм, поэтому середины отрезков G'f* и O'N'

совп;ияют с Н'. Oixiavt следует, что И — тик-

же середина диагоналей CF и ON четыреху-
четырехугольника FOGS, т.е. FOGN — параллелограмм.

Поэтому GOBNFllRQ. GN1)OFISP, и угол между

скрс1циваюи|имися прямыми PS и RQ равен

одному ш углов параллелограмма FOGN, так

что Sf0CS = OF ¦ NFsin60e.

Ил подобных треугольников на гранях тетра-

тетраэдра находим NF= 3, F0~ 2.

Вариант 11

8 /Т
. Пусть PQ — отрезок,

проходян^ий через точку С и перпендикуляр
ный сторонам 1Л1 и KN, а Л-1С = а (рис. 19).
Выр«1лито черед а отрезки CQ, KQ, СР. IP и

найдите тангенсы и косинусы нужных углов.

N Q

4. 30км/ч.

5. 0;±2V2 - Ук&анис. Дшшля система преоб-
преобразуется к виду

bи + it + 26 = 0,

г (*}
I »Ч* + И + ?шО = 0.

где и= х+ 1. г »¦

j
- 3. Если решение дан-

данной системы единственно, то единственно и

рСШСНИС ЗТОЙ СИСТСМЫ. 3*M?Tllft,4TQ ft^ACCTe С

илрой (</,<¦) системе (*) удовлетворяет пара

(v.f/), получаем, что единственное решение

должно иметь уравнение Ьи + и + 2fc = 0,

что иозможно либо при i ~ 0, либо когда

D ¦* 1 - =0. (Х'талось проверить, что прирр

4=Ои4*±1/ 0w2.) система (
тельно имеет единственное 1>ешенис

Кдриан г 12

3.(-oo;4)UD;8)U[H);+oo).
4. 14. y*rtij(W««f. Пусть I — биссектриса угла
Ct, противолежащего стороне длиной 9. Осно-

Основание биссектрисы делит сторону на отрезки
3 и 6. Записывая теорему косинусов для двух

возникших треугольников, получаем систему

(9
= 16 + /2-8/cosa/2,
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из которой без труда нахолим/. 3,А = (n?wJ/BJt) = 01 Дж

4. A = M(I + Лу/и)Ц?У = 29,4 Дж.
6. a = —3, S= 18. Укоэдше. Сумма квадратов

корней данного уравнения в силу теоремы Ви-
" х к wJf ^})~

6. ш •ста равна

х\ +х\ =(х, +х2)г-2х,х2 = -8а-6,

причем а должно удовлетворять условию су-

существования корней, т.е.
2

Фмгмко

Физический факультет

3. Чя= ^/g(
4. Т¦ inJlRjg. 5. n = l-jATj/AT, = 0,5.

6. j = AR/Bp). 7. v =

9. Л
sina, since.

Г2 .2 /~2 . 2
"

уи -яп a, yw -sin a2

la -xi = -1/3 = -^3 m;xz = L=5 м.

МВСЛНИКСНУЦКТЕММИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ

1. ^г
= y,cosA80°-a)/cosp = 52 км/ч.

2. a = = 45°.

3. r = JZgQ-h)hfl » 1.33 м/с.

4.T, = r^l+ -gL) = 289.8 к- rj , 16t8

1.
2 n )|v2 n

6. ДЛ = HM/m = 20 см.

7.U; =^/(l + t/2/U,)=7f2 B;

U2 =g-Uj -4,8 B.

8. R= rBV* -1)/B- V*) = 0,8 Ом.

9. F= abchb-af - 90 см.

lQ.d=?<j&-\ =5F2 см.

Факультет вычислительной математики и

кибернетики

I- 5 = -2 км.

«4,8 кг.

7. q = ?С(е-" 1УB(? + 1)) = Ю Кл.

9. р= 1/2G^2 + ф + arcsin(wsina)) *» 80°.

10. sir

10 см.

м.

Химический факультет

3.Af = -т—

2с ^
= 0,01 °С

t^cosaj

M

6. Q= Сё2 R/B(r + F)) = 9 -10 Дж.

7. Ав и2 = 4. 8. ^ = 2лг2 B/R = 3.14 -10 Кл.

9. |? = Xvsin a/sin р=: 2.2 км/с.

см.

Географический факультет

« 2,3 м/с и» 8,3 км/ч.

¦Л
Ем = 200 Дж (если a > 0),

Et2 = 600 Дж (если a < 0).

3. Q = mx$ (I - mJnbipL = 25 Дж.

4* Ашж = (ЛЯ - ^y(P»V) = 7,5 -10'2 м (злесь

р. = 1000 к|/мэ — плотнеч^гь воды

64 м.

5. п = р\

7. Т, = Ъ

8. 1 = 0й

9. R2 = 9t
10. F = c

ТИМр VTO

'7(*П = 1.8 1О1

:/VPi = 404 К.

A(R + r)d» = l

/Sfia = 90 Ом.

!(d + AtfY(J-A
Д^<0).

4 см"*.

r, = 131 °

A.

d) = 0,15

С

M
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Вариант 1

1. Решениеэтой задачи будет опубликовано
позже в «Задачнике «Кванта» (см. Ф1383).

2. Решениеэтх>й задачи будет опубликопано
позже в «Задачнике «Кванта» (см. Ф1390).
3. Полагаяпостоянным ускорение а пере-

перемычки, по закону Ома для замкнутой цепи в

момент времени t имеем

IR + itjC - B/(it> + at).Отсюда при t= О полу-

получаем Dfl = 1/^(8/). Для токл / можно .«аписать

J = AQ/At = CM/At = BlCa (откуда, в час-

тжкти, видно, что при J = const и

а = const). Согласно второму закону Ньюто-

Ньютона, та = nig
- \Ы. Таким образом,

4. Решениеэтой я&фчи будет опубликовано
позже в «Задачнике «Кванта* (см. Ф1394).

5. Прималом угле наклона плоскости силд,

прижимающая к ней цилиндр, заметно боль-

больше силы, прижимающей цилиндр к цилин-

цилиндру. В результате между цилиндрами возни-

возникает проскальзывание, а между плоскостью и

цилиндром — нег. Поэтому нижний ijhauiup

в этом случае не слишком мешает верхнему
скатываться вращаясь. При большом угле на-

наклона прижимающая сила между цилин-

цилиндрами больше, и верхний цилиндр просто со-

соскальзывает по плоскости. Критический угол
наклона равен 45° ¦

Вариант 2

1- Р-л = Р*(НЛ
- НгЬЖ* - te)-

2. Безнажима та = m$(sina - jlcosa). При
нажиме таг = w^(sina - ncosa)- 2jiN. От-

сюдя а\ = а - 2IN/m при а > 2\iN/tn и

<ij
= О при ti 5 2\iN/m .

3. Максимальныйгок ^достигается, когУ\.*»

ЭДС самоиндукции и, следовательно, напря-

напряжение на катушке равны нулю: UL = О. При
.*гом Uc = UR = /(>R. Соответственно в контуре

накапливается энергия

V^, = Uo/2 + С(/0Л)"/2. При последующих ко-

колебаниях тока его максимум \т вычисляется из

закона сохранения энергии Um/2 = Wq. Отсю-

Отсюда /и = /0^ Д
4. После того как лед растаял, сила действия

па весы изменилась на

из-за уменьшения выталкиваюи^ей силы.

Положив плотность воды рв ш 1 ij/см3, плот-

плотность льде рл *¦ 0,9 |/см3 , плотность воз-

воздуха Рвоэд^ 10 г/см , тл
= 101 г, получим,

что для восстановления равновесия необхо-

необходимо подлить к литру воды еще &№** 0,1 г.

5. Чтобы изображение «заполнило» весь сосуд,

необходимо выполнение условия sinP = ]fn ,

где п — показатель преломления воды (см.

рис. 20).

Вариант 3

1. Решениеэтой задачи будет опубликовано
позже в ¦Задачнике «Кванта» (см. Ф1387).
2. Решениеэтой задачи будет опубликонешо
позже в «Задачнике «Кванта» (см. Ф1386).

3. Решениеэтой задачи будет опубликовано
позже в «Задачнике «Кванта» (см. Ф1389).

4. Призаданных условиях пар можно счи-

считать идеальным газом. Как известно, в объ-

объеме

VQ = 22,4 л при То = 273 К и нормальном

давлении р0 содержится NA — 6 10" моле-

молекул. При плотности пара

Р.. = А)ЧАет>= 4To/(W расстояние

между молекулами пара

PONAJ lNAT(J
¦

Для воды зто расстояние гв-
—— I .

Таким образом, увеличение расстоянии

iJ IMsl I При Т= 373 К, р„
= 1г/см3 и

М„ = 18 г/моль гп/гв«-10.
5. Пара.'ьчелъпое яодключение конденсатора к

диоду позволяет переменному току проходить

через лампу втеч<?ние полупериодг, неисполь-

неиспользуемого при отключенном конденсаторе. По-

Поэтому лампа разогревается и светитсильнее.
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ОТВЕТЫ, УКАЗАННА, РЕШЕНИЯ

ОЛИМПИАДЫ

XXXIII Международная

МАТЕМАТИЧ1СКАЛ ОЛИМПИАДА

1. C; 5; 15), B; 4; 8). Решение.

Пусть x=d— l,y= b — \,z= с— 1, тогда

йбс-1

111111
= 1+— + - + - +— +— +—,

X у Z yZ ZX ху

откуда видно, что А > 1 и что А — убывающая

функция кяждого из своих аргументов а, Ь, с,

больших единицы -

Если а ? 4, то 6 ? 5, с^би

4 5-6-1 119

3-45 60

так что А не может быть целым.

Если а= 3,тоб?4,<г?5и

3-4-5-1 59
,

A? =—< 3,
2-3-4 24

откуда

А = 2, т.е. 36с - 1 = 2- 2F - 1X^-1). Записав

это равенство в виде F —

4)(с
— 4)= 11 и

учитывая, что 3 < Ь < с, получаем Ъ — 4 = 1,

Если жеа-2,тоЬгЗ,с>4иАг 23/6 < 4.

Из равенства А
— 2, т.е. 26с - 1 =

= 2 ¦ 1F - 1Х<-" - О > следует равенство

2F + г) = 3, что невозможно. А из равенства

А = 3, т.е. 2бг - 1 = 3 ¦ 1F - 1)<с - 1), полу-

получаем F — 3) (с — 3) = 5Ь откуда 6—3—1,

с— 3= 5, т.е. 6 = 4, с — 8.

2. Дх) = х. Решение. Пусть ДО) — с. Подста-

Подставив в исходное уравнение х
~

0, получим

/(/(>-)) = У +с* ¦A)

для любого у 6 R. Подставив в A) у
— —"с2; ¦

получим Да0) = 0. гдеао= Д—с2). Ип равен-

ства /(/(ж2 + /(jr») = /Or + /2(х)) и фор-

мулы A) получаем

х + /(у) + с = /(j + / (х)). B)

Пусть а таково, что Да) = О

(по крайней мерс одно такое а существует: сх

Подставив х = а в B), получим, что

а2+ с2 = 01откуда?:=а= 0,т.е./(х) = 0

только при х
= 0. Из A) теперь следует, что

/(/Су) ) = У- Подставив j?
= 0 в исходное урав-

уравнение, получим f(x ) = /2(х), откуда

/(«) = /2(^" ) > 0 при любом к > О.

Пусть м > 0, v G R Положив теперь

х= 4п > 0,у = /00,

приходим к равенству

/(и + /(/(!»)» = /(у) + /2(л?0, т.е.

/(«)+/(!») C)

при и > 0, v g R.

Допустим, что х > J?. Тогд;! из C) Дх)

Теперь, если /(х) > х( то х = /(/(х)) > Дх),

а если Дх) < х, то х
= ДДх) ) < Дх), т.е.

х<Дх).

Значит, должно быть Дх) = х. Проверка по-

показывает, что функция Дх)
~

х, очевидно,

удовлетворяет уравнению.

Решения ладан 3 — 6

(задачи Ml376 — Ml379 ^Задачника *Кванта*) будут опубликованы позже.
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КОРОЛЬ В КЛЕТКЕ

Kvantmccme ru

Задача, с которой мы нач-

начнем ношу сегодняшнюю

страничку,
— одна из самых

знаменитых в изобразитель-
изобразительных шахматах (в этом жонре
композиции начальное ипи

конечное положения на до-

доске представляют собой ка-

какую-нибудь букву, математи-

математическую фигуру и т.д.).
В начале XV веко полчища Ти-

Тимура в битве при Анкоре раз-

разбивают и берут в ппен турецко-

турецкого султана Баязета, который по

преданию был эокпочен в клет-

клетку. Этому событию и была

посвящена задача К.Яниша.

Финальная позиция весьма

привлекательна — король

получает мат, находясь в свое-

своеобразной клетке,

построенной из черных пешек.

В дальнейшем шахматные

композиторы часто броли за

основу «клетку» Яниша, у ко-

которой окозалось счастливая

судьба. В лредлогоемых за-

задачах черная клетка одно и

та же, но штурм ее требует
различных подходов, ведь

ферзя всякий роз сопровож-

сопровождают розные фигуры.

К.Яииш

Белые дают мат роено в

10 ходов, не забирая ни

одной пешки

1. И+ gf 2. ed+ cd 3. Cf5+ ef

4. Л6Ч+ cd 5.08C+ Cd5 6.

Ле6+ de 7. C:d5+ ed 8. Kff6+

gf9.<Pe5+feI0.Kg5X

Я.Иесперсеи
Мат в 4 хода

1.0a1ld3+2.Kpe3d2
ЛЬ5! Необычная позиция

цугцванга. З...с3 4. Фа2Х,

3...аЧФ4. Ф:оЧХ,3...сЬ4.

Фа8Х. Другие варианты

менее интересны: 1 ...еЗ 2.

Фп1 + е4 3. ФЬ5+е5 4.

Фт7Х, 1...с3 2.Фо2+с4 3.

с5 4. ФаЗХ.

¦Ги

А.Келлер
Мат в 4 хода

Здесь возникает красивый

цугцвонг после 1. СсЗ! Если

l...d3,To2. Oh1!d2 3.

Kph2!d1O4 O;d1X I e3

2.ФЬ?+е4 3.Фг»5+, h..dc2.

Ф6Х.

Я.Пит

Mar s 4 хода

Слон другого цвета, и атака

клетки идет иначе: 1. Сд61
d3 2. ФсЗ вЗ 3. C:d3 e2 4.

1...е3 2.Фс7сЗЗ.С<^Зи4.

Ф.с/бХ, »...с3

j

Я.Пит

Мат в 4 хода

Что нового может доть конь?

Наиболее интересен такой

вориант 1.ФЬ2! d3 2.

КсЗ+ Kpd4 3. КЬ5+ Kpd5
4. Кс7Х, З...КреЗ 4. Фт2Х

Евгений Гик
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Сегодня мы публикуем новые

оригииольные головоломки болгорского
математике Д Вокорелово Нозвоние

«топологические» им дол зноменитый

американский писатель Мартин

Гарднер автор всемирно известных

книг по занимательной математике

А до этого подобныые игрушки

назывались просто шнурковыми. Задача

у них одно — освободить веревочную

петлю из проволочной конструкции.

Представленные здесь головоломки

легко изготовить из медной или

алюминиевой проволоки, а решить их

будет очень не просто. Попробуйте
найти разгадку хотя бы сомой простой

с виду головоломки, и вы убедитесь в

этом сами. В одном из следующих

номеров мы нопечотоем статью самого

иэобретотеля Димитро Вокорелово, 6

ней будут раскрыты секреты решения

и показана связь забавных

игрушек с серьезной наукой

топологией.


